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AVERTISSEMENT. 


E n’est point un Traité d’Algèbre que je 
présente au public , mais des Élémens de 
cette science pour ceux qui ont les premières 
notions d’ Arithmétique. Je n’ai pu ignorer , 
en les rédigeant , que le principal mérite de 
ces ouvrages est la précision et la clarté ÿ 
qu’il n’est possible d’atteindre ce but qu’en 
suivant la méthode analytique, qu’en en- 
chaînant les différentes questions qu’on 
traite , de manière quelles dérivent les unes 
des autres sans contrainte. Clairaut a suivi 
cette méthode dans une partie de ses Élémens 
d’Algèbre. Cet ouvrage est toujours lu avec 
enthousiasme, quoique depuis il en ait paru 

V 

• d’autres beaucoup plus complets. Celui que je 
publie renferme ce qu’il est nécessaire de sa- 
voir d’Algèbre pour entendre mon Traité du 

* 
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Calcul différentiel et du Calcul intégral , ' 
que le public a bien voulu accueillir favora- 
blement. 
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O N a défini V Algèbre , la langue de l’Analyse ma- 
thétnaciq'i^ j et l’analyse en général , l’arc d’acquéric 
des çonnôissances, en allant du connu à l’inconnu i 
par une suite de raisonnemens qui sont renfermés leè 
uns dans .les r autres. Pour nous assurer que l’Algèbre 
est la plus simple de toutes les langues, nous choisirons 
quelques , questions que nous essayerons d’abord de 
résoudre sans son secours. 

> 

■ De la manière de mettre lés problèmes en équations. 

î 

1. Un père donne à trois fils une somme de 890 écus 
avec ces conditions : l’aîné aura 180 écus de plus que 
le puîné , et celui-ci 115 écus de plus que le cadet ) 
on demande quelle sera la jaortion de chacun ? 

Si je connoissois une des trois parts, celle du cadet, 
par exemple , j’y ajouterois 1 1 5 écus , & j’aurois celle 
du puîné ; j’ajoucerois ensuite 180 écus à celle du 
puîné , j’aurois celle de l’aîné^ la somme de ces trois 
parts devroic être égale à 8 90 écus. Les trois çondidons 
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secoient exprimées d’une manière assez simple , en 
disant : , _ 

La jpart du cadet , pfus 1 1 5 écus , eft égale à la part 
du puîné ; 

La part du puîné, plus 180 écus, est égale à la patt 
de l’aîné 5 

La somme de 'ces trois parts est égale à 890 écus. 

Ces sortes d’expressions se nomment équations. Elles 
sont composées de deux membres égaux : la part du 
cadet , plus 1 1 5 écus , est le premier membre de la 
première équation \ la part du puîné est le fécond. 

Je puis mettre dans la seconde et la troisième équa- 
tions , au lieu de la paît du puîné , celle du cadet , 
plus 1 1 5 écus , & les changer par-là en celles-ci : 

La part du cadet , plus 1 1 5 écus , plus 180 écus j ou 
la part du cadet, plus 195 écus, est égale à la part de 

1 » A / 

aine j 

La part du cadet , plus 1 1 5 écus , plus la part du 
cadet , plus la part de l’aîné j ou deux fois la part du 
cadet , plus celle de l’aîné , plus 1 1 5 écus , font une 
somme égale à 890 écus. 

Voilà nus trois équations réduites à deux , dans la 
seconde desquelles on peut mettre la part du cadet, 
plus 195 écus, au lieu de la part de l’aîné, & former 
cette seule équation : 

> Deux fois la pan du cadet, plus la part du cadet, 
plus Z95 écus, plus 115 écus j ou trois fois la part 
du cadet, plus 410 écus, sont égales à 890 écus. 

11 eft évident q^ue si de deux quantités égales on ôte 
une même quantité , les restes doivent être égaux j je 
puis donc écrire : 

Trois fois la parc du cadet, plus 410 écus, moins 
4 1 0 écus , sont égales à 890 écus , moins 4 10 écus ; ou 
trois fois la part du cadet sont égales à 480 écus ÿ ou 
même encore la pan du cadet est égale au tiers de 
480 écus. 


DE l’Analvse mathématique. î 

' Le problème. est résolu ; nous l’avons ré 4 uit à chercher 
le’ tiers de 480 écus , qui est 160 écus. Ce nombre 
d’écos est la pan du cadet j la part du puîné sera par 
conséquent de i écus, plus 1 1 5 écus , ou de 1 7 5 écus ÿ 

celle de l’aîné de 275 écus, plus 180 écus, ou de 
455 écus. ' ' • 

Z. Si j’eusse regardé la part de l’aîné comme connue, 
au lieu des trois équations précédentes , j’autois eu 
celles-ci : ' > - 

La part de l’aîné, moins 180 écus, est égale à la 
part' du’ puîné ; là part du puîné, moins 1 1 5 écus, esi 
égale à la part du cadet j la somme de ces trois parts esc 
égale i. &9P. écus. - . 

En mettant dans la seconde et la troisième équations, 
au lieu de la. part dû puîné, .la part de l’aîné, moins 
180 écus, il me vient : 

La part de l'àînéj moins 1 80 écus, moins 115 écus ; 
ou la part de l’aîné, moins Z95 écus, est égale à la 
part du cadet ^ 

La part de l’aîné , plus la part de l’aîné , moins 
180 écus , plus la part du cadet j. ou deux fois la 
part de l’aîné, plus la part du cadet, moins 180 écus, 
font une somme égale a 890 écus. Mais je puis mettre 
dans la seconde de celles-ci, au lieu de la parc du 
cadet, celle de l’aîné, moins Z95 écus j ce qui me 
donnera : - ' ' 

Deux lois la part de l’aîné , plus la part de Taîné, 
moins zp5 écus, moins, 180 écus; ou trois fois la 
part de l’aîné, moins 475 écus, sont égales à 890 écus. 

Il est évident que , si à dem^ quantités égales on ajoute 
une même quantité, les sommes seront ^aies ;je puis 
donc écrire : trois fois la parc de l’aîné , moins 47 5 écus , 
plus 47 5 écus , sont égales à 890 écus , plus 475 écus ; 
ou trois fois la part de Taîné sont égales à 1 5^5 écus. 

J e trouverai donc la part de l’aîné en prenant le tiers 
de i3<j 5 écus,qui'est 455 écus. - 

A Z 
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J. Pour traduite en langage algébrique les équations 
que nous venons de former, nous exprimerons plus 
par -h, moins par — , égale pâr::^ ; nous désignerons 
les quantités qu’il s’agit de trouver par des lettres. & 
nous désignons par ar, \ les parts du cadet, ^ du 
puîné et de l’aîné , les trois conditions pourront être 
exprimées de la maniéré suivante : 

X-+-I i5=/,j+ i8o=ç, ^-+-y-+-ï= 89a. 

En tirant de la première équation la valeur àe y , et 
la substituant dans les deux autres , je trouve celles-ci : 

A--1- 115 -4- i8o=:(,j; - 4 - x-H 115-4-^ = 890, 
qui , toutes réductions faites , deviennent 

a:- 4 -i 95 =ï> 2 *- 4 -î- 4 - 115 =890. 

Par la substitution de la valeur de je parviens i 
* une seule équation , 

2 *4- AT 4- 295 -1“ ”5 = 890 > ' ' 

qu’on réduit à 

3 X 4 - 4 ‘o — ^90- 

Nous avons exprimé les trois conditions d’une autre 
manière que nous pouvons traduire comme il suit : 

i % o = y,y — ii5=a:,a:4-j4-î = 89 o. 

En éliminant y , nous réduirons d’abord ces trois 
équations à deux , 

;j__i8o— ii5=Af,A:4-î“-»8o4-î= 890, 
qui ne sont autres que 

. ^ — 195 = a-, X 4 - 2 180 = 890 
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et de ces dernières on tirera , par l’éliminadon de a: , 

2 — *95 — 180 = 890, 
ou 3 ^ — 475= 890. 

-V 

4. Ce principe j si à deux quantités égales on ajome 
une même quantité , les sommes seront égales : si de 
deux quantités égales on ôte une même quantité , les 
restes seront égaux ; ce principe , dis-je , nous conduit 
évidemment à cette règle générale : 

Pour faire passer une quantité d’un des membres de 
l’équation dans l’autre, il faut l’écrire dans cet autre 
avec un signe contraire -y avec le signe H- , si elle avoir 
dans le premier membre le signe — ; avec le signe — , 
si elle avoir dans le premier membre le signe Eu 
appliquant cette règle aux deux équations , 

3 jf -h 410 = 890 , 3 — 47J = 890 , 

on les change en celles-ci : ' 

3jf = 89o — 410 = 480, 

■ 3 3; = 890 4-475 = *3^5 > 

desquelles on tire 
• jf = 160, î = 455. 

5. Nous aurions pu résoudre le problème d’une autre 
manière , et dire : 

La part du cadet étant exprimée par x , 
celle du puîné doit l’être pat Af n 5 , 

et celle de l’aîné par Af-|-H5-l-i8o^ 

ajoutant ces trois parts , on aura 3 x 4 1 o , 

laquelle somme doit être égale à 890 j donc 

3 Af H- 410 = 890, ou 3 Air= 480. 

.'A3 
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Nous aurions pu dire aussi ; 

La part de l’aîné étant exprimée par , 

celle du puîné doit l’ètre par ^ — 180, 

et celle du cadet par — 180 — 115J 

ajourant ces trois parts , on aura — 475.» 

laquelle somme doit être égale à 890 j donc 

3 t — 475 = 890, ou 3 ^ = 15 <Î 5 . 

6 i Nous nous proposerons pour second problème de 
trouver deux nombres dont on connoît la somme et la 
différence; par la différence on entend ce qui reste, 
ayant ôté le plus petit nombre du plus grand. Si la 
somme de ces deux nombres est 1x5 et la différence 9 , 
les conditions pourront être exprimées comme il suit ; 

Le plus petit, plus le plus grand, est égal 31253 

Le plus grand , moins le plus petit , est égal 393 
ou de cette autre manière : , 

Le plus grand est égal 3125, moins le plus petit 3 

Le plus grand est égal à 9 , plus le plus petit 3 

En égalant entr’elles les valeurs du plus grand , tout 
ést réduit à cette seule équation , 

125, moins le plus petit , est égal à 9 , plus le plus 
petit. 

A ces deux quantités égales , j’ajoute une même 
quantité , qui est le plus petit, et il vient : 

125 est égal à 9 , plus deux fois le plus petit. 

De ces deux autres quantités égales, j’ôte une même 
quantité, qui est 9 , et l’équation est réduite à 

1 1 6 est égal à deux fois le plus petit. 
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Donc le plus périt est égal à 5 8 : et , comme le plus 
grand doit être égal au plus petit plus 9 , la valeur du 
plus grand sera (îy. 

Nous abrégerons beaucoup en nommant y le plus 
grand nombre, et x le plus petit ; alors nos deux équations 
pourront être écrites comme il suit : 

desquelles on tire : 

J' = 125 ^ j:, y =» ,9 4- JC, et 125 — .V 

= 9 -|- X , 

On peut faire passer x dans le second membre avec 
le signe -f- , et 9 dans le premier avec le signe — , d’où 
il résultera ; 

2a: = 125 — 9 = ii<j, etx = J 8. 

Mais J' = 9 -j- X } donc^ 

7. On peut multiplier les deux membres d’une 
équarion par une même quantité, sans que cette équation 
cesse d’être la même. On ne changera donc rien à 
l’équation ^ = 9 4- x , en l’écrivant de cette manière : 
2 y = 1 8 4“ 2- 'V j mais 2x=i25 — 95 donc 2 y 
= 184-115 — 9 = 115 “H 9» Donc 2 y étant égal 
ài254“9jOna2x=i25 — 9. 

Prenons 235 pour la somme' des deux nombres et 
48 pour leur différence 3 nous aurons ^4-x = 135, 
y _ — x = 48 , desquelles nous tirerons encore i y = 
-f- 48 et 2 x= 235 — 48. . 

Après un grand nombre d’exemples semblables, on 
sera tenté de conclure , que des deux nombres demandés, 
le plus grand est égal à la moitié de la somme plus la 
-moitié de la différence, et le plus péri à la moitié de 
la somme moins la moitié de la différence : mais les 
analystes ne se contentent pas toujours de semblables 
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inductions , et l’algèbre leur offre les moyens d’arriver 
sans cela aux résultats les plus généraux. 

8 . Pour y parvenir dans le cas dont il s’agit , ils 
représenteront par a la somme des deux nombres de- 
mandés, et par b leur différence. Ils formeront les deux 
équations , 

y X •= y — x ■= b , . 

desquelles il résulte : • 


' y =x a — = 

a — X b X y Z X = a — L 

Mais dey =. < 5 n tire z y = i b'-i- z x 

= Z b a — ^jOU 1 y == a -q- Donc étant 


= . on a a: 




On eût tiré dej' = a — .v, iy = ia — z x 
= 2 a — a -y- b yO\i z y a b y comme de l’autre 
manière. Cependant on pourroit peut-être ne pas voir 
du premier coup-d’œil que pour ôter a — ^ cle 2 a , 
''îl suffit d’écrire 2 a — a H- ^ ; c’est-à-dire , qu’il suffit 
d’écrire la quantité qu’on soustrait avec un signe diffé- 
rent de celui qu’elle a. Pour s’en convaincre , on re- 
prendra l’équation ^ y ■+■ z x = z ay où l’on mettra 
pour 2 a: sa valeur a — b y et l’on aura 2 _y -f- a 
' — b — z a y puis z y z= z a — a-h b , olt toute 
quantité doit prendre un signe contraire en passant 
d’un des membres de l’équation dans l’autre. 

Donc, quelle que soit la somme a et la différence b y 
le plus grand nombre est toujours égal à la moitié de 
la somme plus la moitié de la différence , et le plus 
petit à la moitié de la somme moins la moitié de la 
différence. C’est ainsi que l’analyste , en donnant à son 
langage la plus grande généralité, parvient directement 
à des résultats qui comprennent tous les cas particuliers. 
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Ces résultats sont ce que les géomètres nomment des 
théorèmes. 

9. Je demande encore de déterminer les trois 
nombres au moyen de trois conditions que 

j’exprimê comme il suit : 

y — X = ej 

a y b y c sont des quantités connues. On tire de la 
première J' — ï = ^ — jf,dela seconde — y = b 

— A- ou ^ = a: — b. On tire donc des deux 

premières a — x = x — /^,ou x x = a b. On 
tire de la 2® , x — y = b — de la 5®, y — x = c 

— ^ ou a; — y =-\ — c. On tire donc de la 1® et 3®, 

b — î = î — c,ou Z •[ = b c. On tire de la 
première a: — ■[ = a — y 5 de la 3* , 3^ — Af = c 
— ^oua: — = y — On tire donc de la première 

et 3', a — y =y — c yO\xxy = a + c. Ainsi a , 
b y Cy étant des quantités connues , si 

' x-\-y — i=^ayX-Jt-i — y = by 

y-\-\ — x— Cy ' 

ces conditions suffiront pour déterminer x y y y et 

on aura 

ix=a-h^>iy = tt-i-Cy 1 = b -+• c. 

S’il n’y avoir que deux conditions exprimées par 

x-hy -î[ — ayX-h^ — y=:by 

on en tireroit encore z x a -i- b j mais ensuite 
il n'y auroit plus qu’une seule condition pour déterminer 
y et :( y qui seroit exprimée par z(y — :j) = a — b. 
Ainsi la valeur de x est seule déterminée 5 celles de y et ^ 
ne le sont pas : nous savons seulement que la différence 
y — I doit être la moitié de la différence a — ^ , et il 
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V 

y a une infinité de nombres à prendre pour y tt \ qui 
satisferont à cette condition. 

Voilà donc deux genres de problèmes ; problèmes 
déterminés , lorsqu’il y a autant de conditions que 
d’inconnues ; problèmes indéterminés , lorsqu’il y a 
moins de conditions que d’inconnues. Ces deux genres 
de problèmes partagent l’analyse 
deux parties bien distinctes. 

Des premières règles de l’Algèbre. 

lo. La langue qu’on nomme Algèbre est composée 
de beaucoup cl’ autres signes que ceux que nous avons 
déjàfaitconnoître. Lesigne X indique la multiplication; 
pour indiquer que 64 est multiplié par 125 , on écrit 
<>4 X 115 ; pour indiquer que le binôme x — 5 est 

multiplié par le trinôme x -^y — 7 , on écrit x — 5 

X x-{-y — 7, ou (a: — 5) X (x -\-y — 7 ). On 
est convenu en même temps que deux lettres qui se 
suivent, sans aucun signe entr’elles, sont censées se 
multiplier. Ainsi x y doit être regardé comme le 
produit des trois facteurs x , y , x x x comme le 

produit des trois facteurs égaux x , x , x. Dans le cas 
de facteurs égaux , on se contente d’écrire la lettre en 
plaçant au-dessus et à droite un chiffre qui désigne le 
nombre de fois quelle auroit été répétée par la multi- 
plication. On SC contentera donc d’écrire au lieu de 
X X X s x^ au lieu de a: a: .v a: a: , etc. La lettre au- 
dessus de laquelle un chiffre est placé, est clite être 
élevée à la puissance exprimée par ce chiffre , qu’on 
appelle exposant ; .v* est élevé à la seconde puissance , 
x^ à la troisième , a’ à la cinquième, etc. Le nombre 
qui est à la gauche de la lettre et sur la même ligne , 
se nomme coefficient ; dans 1 7 a:^ , par exemple , 1 7 
est le coefficient, et 3 l’exposant. 


mathématique en 
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1 1. On propose de multiplier 5 a* par 7 a^ On re- 

marquera que 5 a* n’est autre chose qu^ 5 a a , et 7 aj 
autre chose que 7 a a a ; donc 5 a* x 7 a* = 5 
X 7aaaaa=35a^ On démontrera de la meme 
manière que 6 a'* X 9 =£= 5 4 a’ ; que i o cP 

X i2 e*= 120 a’^, et généralement que a x"” X b x” 
= a b x’”’^" \ c’est à-dire, que le produit demandé 
a pour coefficient le produit des coefficiens des deux 
facteurs , et pour exposant la somme des exposans des 
mêmes facteurs. l a démonstration précédente ne com- 
preixl que les cas où /tz et a seroient des nombres 
entiers ; mais nous démontrerons que la règle s’étend 
à toutes les valeurs possibles des exposans m et n. 

1 2. On nomme multiplicande et multiplicateur les 
deux facteurs de la multiplication. Quant à la division , 
on appelle dividende le nombre qu’on divise , diviseur 
celui par lequel on divise , et quotient un troisième 
nombre résultat de la division. Pour indiquer une 
division , on écrit l’un sous l’autre le dividende et le 
diviseur avec une barre entre deux j pour indiquer que 

a est divisé par b , on écrit. j que u* — est divisé 

^ , / - O* — 

par a X y on écrit “7^:— • 

On représente une fraction de la meme manière, en 
écrivant l'im sous l’autre les nombres qui la composent 
avec une barre entre deux. Dans la fraction | , qu’on 
prononce fept huitièmes , le nombre qui est au-dessous 
de la batte marque que l’unité principale a été divisée 
en huit parties égales; on le nomme dénominateur: 
celui qui est au-dessus de la barre , qui exprime le 
nombre de huitièmes que l’on prend , s’appelle numé- 
rateur. Les propositions que nous allons démontrer sur 
les fractions , conviendront également aux divisions 
indiquées, nous ne mettrons aucune différence entre 
elles. 
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Principes fondamentaux de la théorie des Fractions. 

1 5. Si on multiplie le numéiateur d’une fraction par 
un nombre entier , on la rend autant de fois plus 
grande que le multiplicateur contient d’unités; on la 
rendroit autant de fois plus petite que le multiplicateur 
contiendroit d’unités , si on multiplioit le dénominateur 
par ce nombre entier ; elle ne changeroit pas de valeur , 
si on multiplioit le numérateur et le dénominateur par 
le même nombre. On ne changera pas non plus la 
valeur d’une fraction , en divisant son numérateur et 
son dénominateur par une meme quantité ; et c’esc 
de cette manière qu’on parvient à rendre une fraction 
plus simple et à la réduire à ses moindres termes. En 
divisant le numérateur et le dénominateur de la f ac- 
tion ^ par 6, on la réduit à qui est beaucoup plus 
simple, qui est même la proposée réduite à ses moindres 
termes , pubque 6 et 7 n’ont pas de diviseur commun. 
Ces principes, qui n’ont pas besoin d’un plus grand 
développement , suffiront pour nous diriger dans les 
opérations que nous avons à' faire sur les fractions. 

14. Pour réduire au même dénominateur tant de 
fractions qu’on voudra , sans rien changer à la valeur 
de ces fractions , on multipliera ensemble tous les 
dénominateurs , et le produit sera le dénominateur que 
doivent avoir les fractions réduites à la même déno- 
mination ; et, pour qu’en changeant de dénominateur 
chacune des fractions ne change point de valeur , on 
multipliera son numérateur par tous les dénominateurs ^ 
excepté celui qu’elle a. Ainfi, pour réduire au même 
dénominateur les fractions -j, f,|, |,on 
inulripliejîi ensemble a., 3 > 4» 5,6; ce qui 
donnera pour dénominateur commun 720. On mul- 
tipliera ensuite le Numérateur 1 par 3 , 4,5, 6 \ 
le numérateur 2 par 2 , 4 , 5 , 5 ; le numérateur 5 
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par 1 , J , 5 , <j J le numéfateiir 4 par 1 , 3,4, 6 ; 
le numérateur 5 par 1 , j , 4 , 5 j ce qui donnera ces 
cinq fractions ; ‘ 

’ O 48 e 5 40 5 7 6 60 ^ 

7»o> 7io> 7»o> 7lo> 7x0 > 


qui ne soiit autres que les proposées réduites à la même 
dénomination. Au lieu d’opérer comme nous venons de 
faire, nous aurions pu chercher direcrement un nombre 
qui soit divisible par tous les dénominateurs , et ^irendre 
^ce nombre le moindre possible , pour arriver d un seul 
coup au résultat le plus simple. Le nombre <îo est 
comme 710 divisible par 2,3,4, 5,<jjsi 'ious 
prenons (So pour dénominateur commun , les fraaions 
proposées seront changées en celles-ci : 


% O 40 
60 > 60 9 


41 


48 


5 O 


les plus simples que l’on puisse trouver. 

15. Une fois que des fractions sont réduites au même 
dénominateur , il est facile de les ajourer ensemble. 

On voit sans difficulté que la somme des cinq frac- 
tions i, J , T, est égale à 

il jt 40 •4“ 4 t + 48 g- JO __ ÏJ? , " < 

CO Co ' • 

La fraction résultante pourra renfermer des entiers , 
qu’on trouvera en divisant le numérateur par lè déno- 
minateur ’y le reste de la division , s’il y en a , sera 
le numérateur d’une fraction qui aura le diviseur pour - 
dénominateur, laquelle devra être ajoutée au nombre 
des entiers. On trouvera de cette manière ^ = 3 

= iîi- 

Pour soustraire l’une de l’autre deux fractions, on 
les réduira au même dénominateur 3 on retranchera 
ensuite l’un de l’autre les deux numérateurs. 

X ô. Nous avons vu que pour multiplier une fraction 


V 
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par un nombre entier , il suf&soic de multiplier par 
ce nombre le numérateur ; et réciproquement , que 
pour diviser une fraction par un nombre entier, il 
suffisoit de multiplier par ce nombre le dénominateur. 

On demande de multiplier une fraction par une 
fraction , - par Si on se contentoit de multiplier ^ 
par 5 , on obtiendroit la fraction ^ , qui est huit fois 
plus grande que le produit désiré. Il faut donc diviser 
^ par 8 pour avoir ce produit j ainsi 



En général , pour multiplier une .fraction par une 
fraction, il faut former deux produits, Tun des deux 
numérateurs , l’autre des deux dénominateurs ; le pre- 
mier produit sera le numérateur, le second le déno- 
minateur du produit des deux fractions. 

Réciproquement, pour diviser une fraction par une 
fraction , on formera deux produits , l’un du numérateur 
de la fraction dividende par le dénominateur de la 
fraaion diviseur, l’autre du dénominateur de la fraction 
dividende par lé 'numérateur de la fraction diviseur ; 
lé premier produit sera le numérateur, le second le 
dénominateur du quotient des deux fractions. 

Une fraction de fraction n’est autre chose que le 
produit des deux fractions par lesquelles elle est exprimée. 
Ainsi la fraction de, fraction de ^ i la 

fraction de fraction de fraction | de ^ de ^ | de | 

= ^ ; et ainsi de suite. . 

17. H nous reste à parler des fractions décimales. 
Ayant marqué la place des unités simples , si l’on 
met une virgule à la droite de ce chiffre , et qu’après 
cette virgule on écrive tant d’autres cliiffres qu’on 
voudra , ces chiffres ^ombreront des unités qui seront 
d’autant plus sous-décuples de l’unité simple, qu’lis 
seront plus reculés. Dans ce nombre 6,485551, le 
chiffre 4, qui est immédiatement à la droite de la 
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tirgule, a des unités sous-décuples, ou dix fois plus 
petites que celles du chiffre 6 , on les appelle des 
dixièmes j les unités* du chif&e 8 sont des dixièmes 
de celles du chiffre 4 , et des centièmes de celles du 
chiffre 6 ; les unités du chiffre 9 sont des dixièmes 
de celles du chiffre 8 , des centièmes de celles du ' 
chiffre 4 , des millièmes de celles du chiffre 6 j les 
unités des chiffres suivans 5,5,1, devenant con- 
tinuellement sous-décuples , seront des dix-millièmes , 
des cent-millièmes, des millionièmes parties de l’unité 
principale. Le nombre 6,489551 doit être lu comme 
s’il étoit écrit de cette manière : 6 unités principales 
et 489351 millionièmes. 

18. Les deux premières règles d’arithmétique sur 
les nombres qui renferment des décimales , se font 
de la meme, manière que sur les nombres qui n’én 
renferment pas. 

Exemples d'une Addition et d'une Soustraction. 

7834,49 . 11018,1576 

8367,078 5816,5896 

5 816,5 896 16101,568 

11018,1576 ' 

La multiplication et la division ne présentent pas de 
plus grandes difficultés. Pour multiplier deux nombres 
qui contiennent des décimales, on opère comme -si 
aucun d’eux n’en contenoit , et dans le produit on 
met une virgule qui sépare vers la droite autant de 
chiffres décimaux qu’il y en a dans le multiplicande 
et le multiplicateur. Pour diviser deux nombres qui 
contiennent des décimales , on commencera par rendre 
les unités du dividende et celles du diviseur de la 
même espèce , en mettant après les décimales du terme 
qui a moins de chiffres décimaux , autant de zéros 
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qu’il en Faut pour que le dividende et le diviseur aient 
le meme nombre de caractères après la virgule. Le 
dividende et le diviseur étant aiinsi préparés , on les 
divisera l’un par l’autre, sans faire attention aux virgules 
qu’on peut supprimer. 

■ Exemples d’une Multiplication et d'une Division. 


7,32X9,548 = ^ 


O O 


^^♦89 T y 6 , 


48 


^ I C O O " '100000 

: ill 9 i_lLj: : ' « divisé 

100000 ' 4 iviac j/ai fooooo 


i 00000 


• âlSJllâ 

■ 9 S 4 #oo • 


En effectuant la division , je trouve au quotient 
7 unités principales et un reste 30553^, que je mul- 
tiplie par 10 et que je divise par 954800, pour avoir 
une décimale au quotient; je multiplie le nouveau reste 
par 10, et je le divise par 954800, pour avoir deux 
décimales au quotient, et ainfi de suite. Comme dans^cet 
exemple, 305 5 36 est exactement divisible par 9548 et 
donne 3 2 au quotient , j’en dois conclure que le quotient 
de 69,891 36 divisé par 9,548 est exactement 7,32. 

19. Le second problème est donc réduit à diviser 
un nombre par un autre , et à pousser la division jusqu’à 
ce que le quotient approché ne diffère p.is du vrai 
d’une unité décimale de tel ordre qu’on voudra ; et ce 
problème renferme celui de réduire une fraction ordi- 
naire en fraction décimale , en approchant de la vraie 
valeur aussi près qu’il sera nécessaire. 

t I • 


Exemples de semblables réductions. 


y=o, 3333.... 1=0, 6666 .... 

1=0, 142857142857 

* 

1=0, ï 1 1 1 ... . Il = q, 2626. .. . 

450450... = O, 04545... 1 

Lorsque 


I 
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' Lorsque les mêmes chiffres reviennent ainsi dans un 
quotient , il suffit de connbître deux périodes de chiffres 
semblables , pour être assuré qu’en continuant la division 
on trouvera toujours les mêmes périodes. 

a O. Lorsque le diviseur est égal au dividende , le 
quotient de la tiivision est égal à l’unité j ainsi les 

fractions -j, -^ . . . . peuvent rpujours être prises 

pour l’unité. ’ ' ^ 

11 suit de-là que, si dans le numérateur et le dénomi- 
nateuti d’une fraction les mêmes lettres se rencontrent, 

* on peut les supprimerj qu’au lieu de ^77^ on peut 


écrire 

_ 
a'- ~~ 


a' t a* h e e b 

a* n’est autre chôse que “ 


X-X^=Ç'.xMais 

c a a 

% de même esc 


égal i j donc en général doit être égal à a"~* j 

c’est-à-dire, que dans la division on soustrait les expo- 
sons comme on les ajoute dans la multiplication ; et , 
de même que le produit de a x”' par b a." est égal i 
a. b A“+», le quotient de a x” divisé par b x" doit être 

égal à ^ x”~* : on suppose encore que les exposans 

sont des nombres entiers. Une autre remarque, c’est 

que -^ == t » étant aussi égal à a" ^ = a° , il faut 

en conclure que toute quantité élevée à la puissance o 
peut être prise pour l’unité. 

De Vélévation aux puissances et de l’extraction des 
V, ’ racines.. 


1 1 . Nous avons nommé seconde puissance de x " , 
Je produit de a" par x” =c .r" 4 -"’= .v*”; troisième 

B 


Digitized by Google 


|8 TKAiri itiMENTAIRE 

puissance, a'" X a” X a" =i3 a'”+’" + “ = a’"; 
.quatrième puissance, a" X X X a” =±; 

etc. J généralement pour élever 
a” à une puissance entière quelconque, il faut multiplier 
l’exposant m de a par le nombre entier qui est l’exposant 
delà puissance à laquelle on veut élevet a”. Si ce nombre 
est r , on aura ( a"” )' ou a" élevé à la puissance r , 
égal à a"". 

11. On appelle racine, la quantité qui, étant mul- 
tipliée par elle - même un certain nombre de fois , 
.produit la puissance. Cette racine doit se trouver en 
divisant l’exposant de la puissance par le nombre qui • 
est l’exposant de la racine ÿ si c’est la racine seconde 
qu’on veut trouver , on divisera l’exposant par z j on 
le divisera par 3 , à c’est la racine j ' 3 par 4 , si c’est 
la racine quatrième , etc. Prenons pour exemple <>4 ; 
il est eii même temps la z® puissance de 8 , la 
3 ^ puissànce de 4 et la 6® puissance de z ; ou , ce 
qui revient au même , 8 est la racine z* de 64 , 4 est 
sa racine 3* et z sa racine tî*. Or, ^4 étant égal 

'à ( z )*, sa racine a' s= ( z )* = ( z = 83 sa 
i . 

racine 3 ® = ( z )'• = ( z )* = 4 ; sa racine 

4 ^ , 1 

cï= ( z )‘ s= ( z )’ s= z. On aura aussi ( <14)* = 8 , 

( (Î4 )7 = 4 , (64)* =î a , qu’on peut changer en 
celles-ci 64 = ( 8 )*, 64 s= (4)^, 64 = ( z )*j on 

£ £ 

changera de mêtne ( z )* =8, ( z )' = 4, en ( 1 )‘ 

== (sr, (zr = ( 4 )^^ 

z 3 . Pour élever une quantité fractionnaire à une puis- 
sance entière quelconque , il faut élever à cette puissance 
le numérateur et le dénominateur 3 pour extraire une 
racine quelconque d’une quantité fractionnaire , il faut 
^extraire cette racine du numérateur et du dénominateur. 
Si l’on en veut un exemple eh nombre , on prendra 
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■(fp ^ fuisteaficé i* doit être j en effet 

= ^ = 4 ‘iont la puissance a® = 1 = 16 ^ ‘et 
■ . ■ , . , ("J* 

■“TjT^^ i*’* On prendra dont la racine - 3 * 
Joie êw ; en effet = !=« = j 


racine j' est 8 , et = 8 . Ainsi k puis- 

sancer<de^=j|^ > et la racine r de la nicme quantité 

iftactionnaire = — . 

* h , 1 '^. 


24. Les puissances successives de quantités égales 
^étant des quantités égales , si ;c'r = pui/s^nce r 

m 

àe X' , ou , doit être égale à la puissance r ,de 
Ayant donc une équation de cette forme AT ^ =a a, on 

peut toujours sedébarasser de l’exposant fractionnaire j 
en élevant les deux membres à la puissance r et écrire 
^ T“ ^ • *Cette transformation servira à démontrer que 

— « I ** 

le produit de x par jr =x , et que le quotient de 

*” » jn n 

X divisé^ par x = x , comme lorsque les ex- 
posans étoient des nombres entiers. En effet, en réduisant 



tite des deux 


m 

x' X X 


7 T même dénotninateur, pn 
équations précédentes , 


/ 

^ i ms — nr. 



B a 



Digitized by Google 


xo Traité iiiMBUtAtRÉ 
On élevera les deux membres à la puissance r» et 
on aura 


X X ' == 


mi -j-« r 





<wi élèvera les deux membres de celles-ci à la puis- 
sance J, et on aura 

m s ^ mr *.«• « — n r 



comme cela doit être , puisque par l’hypothèse ms et 
nr sont des nombres entiers. Donc m et n étant 
entiers ou fractionnaires , 

P »" Q 

X 5 . Pour indiquer une racine , on emploie le carac- 
tère , qu’on appelle signe radical. On ne met aucun 
nombre au-dessus, si c’est la racine seconde, ou la 
racine quarrée qu’on veut indiquer j on met sur le 
radical un j pour indiquer la racine cube ou la racine 
3*. j un 4 pour indiquer la racine 4'. , et ainsi de 


suite. Ainfi ces expressions x*, x\ x* x"^ , 

sont identiquement les mêmes que celles-ci : y'x’* , 

> V x" » x”* Au lieu de la petite 

barre qui surmonte le signe radical, on peut se servir 
de parenthèses de la manière suivaïue : y/ (■*"), 

^ (x"), V' (x'") \/ (Jf’”). ^ 

On demande démultiplier V^x"" par \/x*? Par la 
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. r UL • , 

aéHnition = x ^ x* j donc 

X = y^x'"* + 

On demande de divise? V^x” par ^/x" ? Il esc clair 

»i J — « r 

que le quotient de cette division = x ' 


rs 



±6. Après ces opérations , il reste quelquefois dés 
réductions à faire qui présentent des difficultés , sur- tout 

lorsqu’il s’agit de nombres. Il est clair que d 

i 

• se réduit ^ a ^Td ; mais on ne voit pas aussi aisé- *’ 
ment comment on peut réduire à leurs plus simples 

expressions V^50, \ZÏ4> Pour y parvenir , 

il' faut décomposer ces nombres en leurs facteurs, et 
voir parmi ces feaeurs ceux qui sont des quartés, des 
cubes > des quatrièmes puissances , etc. : or , 50=1 

X 15, 14 = 3 x8,32 = zX i<jJ donc v/50 

i ^ 1 _ 

= Vz X zj =5 V Z, V 24 = \/3 X 8 = Z y/} , 

4 4 4 

y/ji = yixi6=i y 1 . 

On propose de réduire à sa plus simple expression : 
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Cette quantité peu: se changer en celle-ci : 

1 f 


> IL 
-T— X C* 






» ) - ' I 1 » 

•«' / A ’ 


A <i‘ 


si '’ii 11 1 1 

«• c’ b~' a* c* = 


i_i_a i i T i_Li_Lj s. ___ _ 


* il 

I 

c 


ü / i — - 

c“ _ Va?t”+ ^ 






yb^b 


VaU^^C* c* \/'a^ c" 

*= } _ — , — ^ 
byo ' b\/b 

Toutes ces combinaisons de signes constituent la langue 
qu’on nomme Algèbre j il est nécessaire de se la 
rendre bien familière. 


Des proportions arithmétiques et géométriques. ' 

% 

27. On appelle rapport ou raison , le résultat do 
la comparaison de deux grandeurs. Cette comparaison 
d’une grandeur avec une autre , peut se faire de deux 
manières j soit en considérant leur différence , c’est- 
à-dire la quantité dont l’une surpasse l’autre ou en 
est surpassée , laquelle différence se nomme rapport 
ou raison arithmétique ; soit en considérant combien 
de fois l’une contient l’autre ou y est contenue , et 
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ce nombre de fois se nomme rapport ou raison géomé- 
trique. 11 suit de cette définition qu’il n’y a de rapport 
arithmétique ou géométrique qu’entre des quantités 
de meme espèce •, que le rapport arithmétique , étant 
la différence de deux grandeurs, doit être de meme 
espèce qu’elles j que le rapport géométrique , étant le 
nombre de fois que l’une des grandeurs contient l’autre, 
ne peut être qu’un nombre abstrait. 

Z 8. Il ne peut y avoir de rapport géométrique 
qu’entre des quantités de meme espèce, et cependant 
on se sert communément d’expressions qui indiquent 
le contraire. On dir, par exemple, que la vitesse est 

} >roportionnelle â l’espace divisé par le temps ; que 
a pesanteur spécifique est proportionnelle au poids 
du corps divisé par son volume. Mais on ne s’expime , 
ainsi que par abréviation \ pour parler rigoureusement 
il faudroit dire : la vitesse est proportionnelle aa 
quotient de la division de deux- rapports , dont l’un 
est celui de l’espace à l’unité d’espace , l’autre celui 
du temps à l’uhité de temps j la pesanteur spécifique 
est proportionnelle au quotient de la division de deux 
rapports , dont l’un est celui du poids à l’unité de 
poids , l’autre celui du volume à l’unité de volume. 
Dans chaque espèce de grandeurs, on en prend une 
pour unité, et cette unité, qui est absolument arbi- 
traire , sert de mesure pour déterminer les rapports 
des grandeurs de son espèce. 

19. Lorsque l’on compare deux grandeurs , celle 
qu’on écrit la première se nomme antécédent et l’autre 
conséquent ; on appelle aussi proportion , l’égalité de 
deux rapports. Ainsi 12 — 5 = itf — 7 est, une 
proportion arithmétique , qu’on écrit encore de cette 
autre manière, 12 . 16. y = ~ est une pro- 

portion géométrique , qu’on écrit de cette autre manière : 

12 : 4 27 ; 9. Dans la proportion arithmétique 

et dans la proportion géométrique, le premier et le 
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quatrième termes se nomment les extrêmes , le second^ 
et le troisième s’appellent les moyens. L’analyste, après 
avoir examiné quelques proportions , tant arithmétiques 
que géométriques , cherchera à en découvrir les pro- 
priétés de la manière la plus simple , en faisant usage 
de la langue dont on vient de lui exposer les principes. 

30. Il représentera' toute porportion arithmétique 
par a. b’, m. n ; alors a étant plus grand que b et 'm 
plus grand que n , si l’on ‘fait a — -bzi^d, on aura 
aussi m — n = d, d’où l’on tirera a = A d, m 
, = « -l- d , et la proportion sera changée en celle-ci ; 
b d. b •. n d. n y où l’on voit bien clairement que 
la somme des extrêmes est égale à la somme des 
moyens : c’est la propriété fondamentale de toutes pro- 
portions arithmétiques. L’analyste ne négligera aucune 
occasion d’introduire les signes propres à simplifier le 
langage j il se servira des signes'^ pour exprimer 
plus grand et plus petit ; ainsi a ^ b indiquera que a 
, est plus grand que b, et b a indiquera que b esc 
moindre que 

3 I. Il représentera toute propottion géométrique par 

a V b \ \ m \ n ; et supposant — = q , il verra aisément 

qu’on doit aussi avoir ^ = q. Donc a = b q y m 

= nq -y et la proportion peut prendre cette autre 
forme bq\ b \\ nq i n , où l’on voit que le pro- 
duit des extrêmes est égal au produit des moyens : c’est 
la propriété fondamentale de toute proportion géomé- 
trique. Il conclura des deux théorèmes qu’il est facile 
de trouver le quatrième terme d’une proportion arithmé- 
tique et d’ime proportion géométrique dont les trois 
autres sont connus. On appelle plus particulièrement 
règle de trois , celle qui nous apprend à trouver le 
quatrième terme d’une proportion géométric]ue dont 
les uois autres sont connus. 


I 
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Exemple d'une Règle de trois. 

3 1. Soixante hommes , en travaillant 8 heures par 
jour, ont fait en iz jours un fossé long de zo mètres , 
large de 5 et profond de 7 3 on demande quelle sera la 
longueur d’un fossé large de 4 mètres et profond de 6 , 
que 50 hommes feront en 15 jours daiià le même 
terrein , en travaillant 6 heures par jour ? Nommons ,ar 
la longueur du fossé que nous desirons connoître 3 nous 
• distingueronsensuite deux effets produits par deux causes 
différentes. La première cause , c’est le travail de 
tJodiommes pendant iz jours , en employant 8 heures 
par jour , lequel travail , mathématiquement parlant 4 
é(|uivaut à celui de 5760 hommes pendant une heure. 
L effet qui en résulte est un fossé long de zo mètres , 
large de 5 et profond de 7 ; le produit de ces trois di- 
mensions est un parallélipipède de 700 mètres cubes. 
La seconde cause est»le travail de 50 hommes pendant 
1 5 jours en employant 6 heures par jour, qui équivaut à 
celui de 4500 hommes pendant une heure. L’effet qui 
en résulte est un fossé large de 4 mètres , profond de , 
dont là longueur est x. Or, comme ici les causes doivent 
être entr’elles comme les effets qu’elles produisent , on 
aura cette proportion : Le travail de 5760 hommes 
pendant une heure , est au travail aussi pendant une 
heure de 45 00 hommes, comme le fossé de 700 mètres 
cubes , est au fossé de Z4 x mètres cubes. 

Mais les rapports de chacune des deux causes à 
son unité de convention sont des nombres abstraits , 
comme les rapports de chacun des parallélipipèdes à son 
unité de convention qui est je mètre cube; on aura donc 
entre des nombres abstraits cette proportion, 57<>o : 
4500 700: Z4 Xj qui devient, en divisant le 

premier et le second terme par le fecteur commun 10 i 
576 ; 450:; 700: Z4 Af. On en tire, en faisant le 

\ 
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produit des extrêmes égal au produit des moyens , 
1 5824 = 3 15000 , et A = 22 , 78 mètres à peu 

de choses près. 

33. Lorsque l’effet produit est d’autant plus grand 
que la cause est moindre , ou d’autant moindre ^ue la 
cause est plus grande , on dit qu’il est réciproquement 
comme la cause ou en raison inverse de la cause. Si a 
est en raison inverse de /n , il est en raison directe de 

^ ; car la fraction ^ est d’autant plus grande que m est 
moindre et d’autant moindre que m est plus grand. 
Ainsi tout rapport ou toute raison inverse peut être 
facilement changé en un rapport direct ou en une raison 
directe. 

Deuxième Exemple d'une Règle de trois. 


34. 400 hommes en travaillant 9 heures par Jour ont 
été 5 4 jours à creuser un canal de j 7 3 5 mètres de long 
sur 2 5 de large et 9 de profondeur j on demande en 
combien de jours 780 hommes, travaillant 10 heures 
par jour , creuseront un autre canal de 2843 mètres de 
Jong sur 3 5 de large et 1 5 de profondeur , dans un 
terrein deux fois plus difficile à fouiller ? 

400 X 9 ont produit un effet qui est en raison 
directede 1735 X 9X 23 et inverse de 54 jours j 780 
X I O ont produit un effet qui est en raison directe de 
2843 'x 35 X 15 X 2 et inverse du nombre de 
jours demandé. Nous aurons donc cette proportion 


400 X 9:780 X 

M ^ 

ou , divisant les deux premiers termes par le facteur 
commun 100, 3g ; 78 II ; f^’^^'^° ;d’oii l’on tire, . 
en faisant le produit des extrêmes égal au produit des 
moyens , 


*?8liro i8o»»io , X i?44 

K ■ 1^44 ’ iSolJ}! *' 
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Mais on aurait pu mettre le problème en proportion , 
sans faire aucune attention aux raisons inverses , et prendre 
pour les deux causes, 400 X 9 X 54 , 780 X 10 x 
pour le premier effet 1755 ^ *•3 ^ 9, pour le second 
2845 X 35 X 15 X 2 , et on auroit eu la proportion 
1944 : 78 a: ;î 3 59145 ’ 2.985 150 , de laquelle on eût 

tiré X ï= = 107, 1 5 à peu de choses près. 

35. Nous avons déjà remarqué qu’il n’existe' de jpro- 
pottions ou d’équations qu’entre des quantités abstraites, 
qui sont les rapports des quantités concrètes énoncées , 
dans le problème à leurs unités de convention. Or , 
comme toutes les questions doivent se réduire à des 
proportions ou à des équations, il n’y a d’opérations 
d’arithmétique qu’entre des quantités abstraites. Les 
opérations du toisé elles-mêmes ne sont que des mul- 
tiplications de nombres abstraits ; car il est aisé de voir 
que , si c’est d’un rectangle qu’on demande la surface , 
il y a même rapport géométrique entre le rectangle et 
l’unité de surface , dont les deux dimensions sont égales 
chacune à l’unité linéaire , qu’entre le nombre abstrait 
qui naîtra de là multiplication du nombre d'unités 
linéaifes de la base par de nombre d’unités linéaires de 
la hauteur, et l’unité abstraite ; que , si c’est d’un parallé- 
lipipède qu’on demande la solidité , il y a même rapport 
géométrique entre le parallélipipède et l’unité cube , 
dont les trois dimensions sont égales chacune à l’unité 
linéaire , qu’entre le nombre abstrait qui naîtra de la 
multiplication de ces trois nombres , le nombre d’unités 
linéaires de la longueur , le nombre d’unités linéaires 
de la largeur , le nombre d’unités linéaires de la hauteur , 
et l’unité abstraite.' 

3<j. On peut changer l’ordre des termes d’une pro- 
portion , sans que Cette proportion cesse d’être la même , 
c’est-à-dire, de donner la même équation en faisant le 
produit des extrêmes égal au produit des moyens. Soit 
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la proportion a •. b \ \ mi n , d’où l’on tire an^=ib 
on tirera aussi an = b m , en faisant le produit des 
extrêmes égal au produit des moyens dans les deux 
proportions b \ a ; ; n \ m\ a'.m\\b\n. Le premier 
changement se nomme invertendo, et le second alter- 
nando. On aura a n bm ^ en faisant le produit des 
extrêmes égal au produit des moyens dans les propor- 
tions a b X b \ \ in~>r n n J a b X a \\m-\- ni m J 
a-^ mx'b n \ \ a X b , a mx b n ; car 

on en tire a n-\- b n = b in -\- b n y a m b m = a m 

an^ab bm=ab-\-an y a n m ni= b m 
mn y qui toutes se réduisent i an = b m. Chacun 
de ces changemens se nomme componendo. On aura 
encore le même résultat en faisant le produit des 
extrêmes égal au produit des moyens dans les propor- 
tions a — bxb\\m — nx ny a — bx a îî m — nx m y 
a — m X b — n \ \ axb y a — mx b — n\\mx n ; car 
on en tire an — b n = bm — bn y am — b m 

= am — an y a b — h m = a b — an y an — mn. 

z=z b m — mn y qui toutes se réduisent à a n-= h 
Chacun de ces changemens se nomme dividendo. 

37. On n’a pas trouvé de difliculté dans la multi- • 
plication àe , a b par /i, et on .a vu que le produit ne 
pouvoir être que an b n ; mais on n’a peut-être pas 
vu aussi aisément que le produit de a — b par n dût 
être an — b n. Pour s’en assurer on fera a > — b==x, 
d’où a = i -h a:. En multipliant les deux membres 
de cette équation par n , on en tire a n = b n -4- nx ; 
et y faisant passer b n dans le premier membre avec le 
signe — , an — bn = nx. Donc an — ^ est le 
produit de x par n ou de a — b par n. Maintenant que 
nous nous sommes assurés qu’une quantité qui a le 
signe étant multipliée pai; une quantité qui a le 
signe — , ou qu’une quantité qui a le signe — étant 
multipliée par une quantité qui a le signe -f- , doit 
donner un produit avec le signe — y nous pourrons’ 


/ 
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«uiltipliec les deux membres de l’équation a=ib-\-x 
par — /J , et nous aurons — an= — h n — n x , 
ou, faisant passer hn dans l’autre membre avec le 
signe — an bn=i — nx = -^ n [a — b). 
Or de ce que a — b multiplié par — n donne au pro- 
duit — an bn, nous devons conclure que le produit 
de i par n est -4- 3 /J ; et de tout ce qui précède 
que si chacun des facteurs a le signe -H- le produit doit 
avoir le signe que si chacun des facteurs a le 
signe — le produit doit ei>core avoir le signe H- ; mais 
que si des deux facteurs l’un a le signe + , l’autre le 
signe — , le produit doit avoir le signe — ; ce qu’on 
exprime d’une autre manière, en disant : le produit 
dort avoir le signe -f- , lorsque les deux facteurs ont 
le même signe ^ il doit avoir le signe — , lorsque les 
deux facteurs ont des signes differens. ' 

38. Ayanideuxproportionsû:^ 
on en peut tirer a h i b i \ \ m pi nq ; czi celle-ci donne 

ahnq=^bimp,oM == -^, dans laquelle ~= i, 

puisque an= bm = 1 , puisque ip = hq-^ donc 

indique que le produit des extrêmes est égal au 

produit des moyens dans la proportion ahibiy.mpmq. 
Au lieu de deux proportions , si on en avoir un plus 
grand nombre , on obtiendroit encore une proportion 
géométrique^ en les multipliant toutes ensemble par 
ordre .c’est-à-dire, terme par terme correspondant. On 
en peut conclure que quand quatre grandeurs sont en 
pr^rtion géométrique , toutes’ leurs puissances de 
liicme degre seront aussi en proportion géométrique 3 
ce qui se démontre d’une autre manière que voici. 


Ayant a ib \ \ min ^ 

' ■ ■ 

**. ^ 


on en tire t- = — 

» K 


a 

■b' 


m' 

et û* : 6 ^ 





> 


: i^y.m^in^ a'ilr WmT irf. 


% 


r’ 
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3 9. Si on divise les quatre termes de cette propor- 
tion a\ b V.m'.n^ par les quatre termes correspondans 
d’une autre proportion A i ce qu’on appelle 

diviser par ordre , les quatre quotiens qui résulteront de 
ces divisions seront en proportion géométrique, c’est-à- 

1» > A h m n ♦ A H 

Cire qu on aura -r • îî — i on en are t- 

^ n I P q ' 

*= V ^ ’* E — V» 7> = *•' 

On en peut conclure que , si les puissances quelconques 
de quatre grandeurs sont en proportion géométrique , 
les racines de ces puissances sont aussi en proportion 
géométrique \ et aussi que , si quatre grandeurs sont en 
proportion géométrique , les racLies quelconques de 
ces grandeurs sont en proportion géométrique. On le 
démontrera différemment > en tirant de 


a 

1 


h 




^/'b v^r 

lesquelles mises en proportion donnnent 


^b :: vT ; î :t 

3 3 r r P 

VA ; \/r y/7 ; y/b ::y/h :\/r. 

Des Progressions géométriques. 


40. On appelle progression géométrique une suite 
de termes dont chacun contient également celui qui 
suit, ou est également contenu dans celui qui suit. 
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Le nombre entier ou fractionnaire , qui exprime com- 
bien de fois chaque terme d’une progression contient 
celui qui le suit ou celui qui le précède , se nomme 
raison de. la progression. Si les termes d’une progression 
vont en augmentant , la progression est croissante^ 
elle est décroissante lorsqu’ils .vont en diminuant. Enfin, 
pour marquer que tous les termes d’une suite sont en 
progression géométrique , on met à la gauche du 
premier quatre points avec une barre horlsontale qui 
sépare les de\ix points supérieurs des deux inférieurs, 
er l’on met deux points l’un sur l’autre après chaque 
terme de la progression. Des deux progressions géo- 
métriques . 

7-^2:5:18:54:1 62. 

‘la première est croissante et la seconde décroissante : 
dans l’une et dans l’autre la raison de la progression est 3. 
Une progression géométrique qui n’a que trois termes , 
s’appelle proportion géométrique continue j ainfi 

. . f-7 2 ; 5 ; 18, ~ 18 :‘54 : iSi 

sont des proportions géométriques-continues, qu’on peut 
convertir en ces simples proportions : ‘ 

2 : 5;: 5 : i”8 , 18 : 54 :: 54 : i 52 . 

Donc , dans toute proportion géométrique continue , le 
quarré du terme moyen est égal au produit des deux 
extrêmes. 

41. Toute .progression géçmétrique peut êtrq repré- 
sentée par 'i— à : a q i 'a : a . . . . . lorsqu’elle est 

croissante, -oü'pàr 7-4 • -y lorsqu’elle 

est décroissaaite. Le terme As la première , dont le 
numéro est r + i est àq'; le même terme de la 

Seconde ^est ainsi , la puissance r du premier 


L. 
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terme est à la puissance r du second, comme le premier 
terme est à celui dont le numéro est r-|- i j la dmérence 
dès deux premiers termes est au premier, comme la 
différence du premier terme à un terme quelconque esc 
à la somme>aes termes qui précèdent ce terme quel- 
conque. La vérité de la seconde proposition ne se 
présence pas aussi évidemment que la vérité de la 
première. Mais ayant formé les deux proporticMis 


a — aqi alla — a q' i a-^ a q a q* -\~ 



on en tire, en faisant le produit des extrêmes égal 
à celui des moyens, • 

I — î' = ( r — ? ) X ( I î -h î* 4-.;.:.! 
4- ?'■"’)> 



on achèvera les multiplications indiquées, et on aura 

I — 5'=i4-î4-î*4-r/^4- 4“î"“‘ 

— î — î’— î*— — 5'“" — î'. 



ï î » 

lesquelles, 
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lesquelles se réduisent i 

équations qui , étant identiques , nous font voir évi- 
demment que la proportion indiquée est vraie. 

4Z. 11 suit de la proposition que nous venons de 
démontrer que 


aq -h 9 * 4- a 


-t- a 


• -a » 


il -i- — -f- 


a 


€ 

jr_. 


a 

r . 


ce qui nous donne le moyen de trouver la somme d’un 
nombre quelconque de termes d’une progression géomé* 
trique crobsante ou décroissante. Pour trouver la somme 
des cinq termes r : 6 : rS : 54 : uJi , H faudra 

faire a = i, ^=z=3,r= 5 dans , ou 


«==:i6z, q z= 5,r = 5 dans 


a 

— — 


-2^ > et on aura 


de l’une et l’autre manière i4i pour la somme' 
demandée. 

( 

• Des Progressions arithmétiques. 

45* On appelle progression arithmétique une suite 
de termes qui croissent ou qui décroissent tous égale- 
ment j dans le premier cas la progression arithmétique 
est nommée croissante , et décroissante dans le second 

G 


r 
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cas. Pour indiquer une progression arithmérique , on 
place à la gauche du premier terme deux points l’un 
sur l’autre avec une barre horisontale entre deux, et l’on 
' met un point après chaque terme de la progression ; 
ainsi 2.7. 12. 17.22 . 27. . . est une progression 
arithmétique croissante , et -i-27.22.17.12.7.2... 
une progression arithmétique décroissante. La quantité 
constante dont les termes d’une progression arithmétique 
croissent ou décroissent s’appelle raison ou différence de 
la progression ; dans l’exemple précédent 5 est la diffé- 
rence : cette différence est additive lorsque la progression 
est croissante , et soustractive lorsqu’elle est décroissante. 

44 , Toute progression arithmétique peut être repré- 
sentée par 

.f-Æ.û + d.d+2d.a+3d a + ndy 

le signe H- étant pour la progression croissante et le 
signe — pour la progression décroissante. Si on écrit 
cette même progression en commençant par le dernier 
terme , on aura ' 

~ a nd . + nd"^ id, 

a + nd ^ d a . 

Or , le premier terme de la première ajouté au premier 
terme de la seconde , donne 2 a + « d ; le second terme 
cfé la première ajouté au second terme de la seconde 
donne Æ + d- 4 -a + /zd+</ = 2<t+/i</,- le 
troisième terme ajouté au troisième, donne n + 

-f-a + nd+z<r = 2<z + «d; le quatrième ajouté 
au quatrième , donne a + + 

î= za-j^nd , etc. ; donc la somme de tous les termes 
des deux progressions arithmétiques , ou le double de la 
somme de tous les termes d’une seule de ces progressions 
est égal à z a + «a, qui est la somme des extrêmes , 
nmltipliée par le nombre des termes. Donc si l’on 
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s la somme de tous les termes d’une progression 
arithmétique croissaute ou décroissante , a le premier 
terme ^ d là diffërencè , n le nombre des termes , on 


aura s = 


1 f w — 1 yd 
1 


X , le signe 4 - étant pour 


Ja progression croissante et le signe — pour la pro- 
gression décroissante. Pour trouver la somme des six 
termes de la progression -4 i . 7 . 1 1 . 17 . ai ^ 27 
on fera a =s 2,d=s:5,/2 — dans fjrnmle 


— t ) d 

1 


X n y OU a = 


^ — 5 , 



6 


<lans la formule — — LÜ X « , et on aura de 

l’une et l’autre manière j= 87. • . 


Des Logarithmes. • ’ 

45 . Imaginez que tous les nombres possibles soient 
compris dans une même progression géométrique dont 
nn des termes soit runité, la distance d’un terme 
quelconque à l’unité est ce qu’on appelle le logarithme 
de ce terme. Ainsi , dans la progression géométrique 
rri ^ q i q* : q* •. qt . Pexposant de chaque 

terme , exprimant sa distance i l’unité , est le logarithme 
de ce terme J o est le logarithme de i , i j’est de 
2 l’est de q* y 3 l’est de^^, et ainsi des autres. Ayant 
divisé les intervalles entre 1 et 9 , entre q et q^ y entre 
ç* et q^ , etc. , en nn certain nombre de parties égales , 
en quatre parties égales, par exemple, on intercalera 

i. i 1 

entre i et q des termes q* : ; q* , qui auront pour lo- 

, garithmesi,f,| j entrer et des termes q* : q~^ : ç* 

qui auront pour logarithmes 5 , 7 , | , etc. Mais dans la 
construction des tables de logarithmes, il faut convenir 

Cl. 
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des termes de la progression géométrique dont le^ ' 
distances à l’unité seront 3 > 4 j 5 » 

termes , dans les tables ordinaires , sont ceux de la pro- 
gression géométrique décuple i : loi loo: looo : 

joooo Ainsi communément i est le logarithme 

de lo, i l’est de loo , 3 de 1000 , 4 de loooo , etc. 
Dans cette progression géométrique décuple , le terme 
du milieu entre i et 10, qui a pour logarithme ^ 
ou 0,5 ., est la racine quarrce de 10 , qu’on ne 

f >eut trouver que par approximation. La distance à 
’uiiité du nombre entier 3 , que cette racine quarrée 
renferme, est moindre que^ 0,5 : on ne peut aussi 
la trouver que par approximation. Si on divise en rrpis 
parties l’intervalle entre i et 10, le nombre qui aura 
pour logarithme j sera la racine cube de 10, qu’on 
ne peut trouver que par approximation. Le nombre 
entier x , qui entre dans cette racine cube , aura pour 
logarithme une fraction moindre que | ; elle ne diffère 
pas d’un dix-millième de 0,301. 

Cela suffit pour faire comprendre que la recherche 
des logarithmes des nombres est un problème d’approxi- 
mation sur lequel , pour le moment , nous n’entrerons 
pas dans un plus grand détail. 

44. De part et d’autre de l’unité, imaginons deux 
progressions géométriques , l’une croissante , l’autre 
décroissante , que nous représenterons par 





La distance à l’unité du premier terme à gauche 
est I , comme celle du premier terme à droite j la 
distance du a' terme à gauche est i, comme celle 
du 2' terme à droite, et ainsi des autres : mais pour^ 
ne pas confondre ces distances , si nous prenons posi- 
tivement celles à droite, nous prendrons négativement 
celles à gauche j en sorte que les logarithmes de 
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- f j9*î?SîSetc.,éunt-H I ,4-1,-3-3,4-4,610.. 
* ceux de , etc. ou de ^ “S î*"% q~ 

q~* t etc. , seront — i, — z, — 3, — 4, etc. 
Nous ferons dans la suite le plus grand usage de cette 
' manière de disdngiier les , distances dans un sens de 
' celles en sens contraire , en affectant les unes du 
signe 4- , et les autres du signe — . Quoi qu’il en 
soit, nous conviendrons d’écrire, pour abréger, log. 
au' Heu de logarithme ; c’est-à-dire que log. q signi- 
fiera dans la suite absolument la même chose que 
logarithme q. 

47. Puisqu’on a toujours r= log. q't quelque soie r ; 
sf l’on fait R = ç' , on en tirera r = log. R ec 
R=^'“s- \ Pour un autre nombre s, ayant r = log. 9', si 
l’on fait S=^ , on aura aussi S = ^ *. Donc R S =3 

^log. R4-iog.s^ et par conséquent log. RS =1=: log» R 
'4- l(w. S. Ayant donc les logarithmes de deux nombres , 
il suffira de les ajouter ensemble pour avoir le logarithme 

du produit. On aura de même y =3 j ^ '“s- * , et 

log. y != log. R — log. S; c’est-à-dire qu’on 

trouvera lé logarithme d’une fraction , en ôtant le 
logarithme du dénominateur du logarithme du numé- 
rateur.' 

Faisons S = R dans l’équation log. R S =» log. R 
4- log. S , et nous aurons log. R* = z log. R. Dans la 
même équation , faisons S = R* , et nous aurons 
log. R* = log. R -h log. R* = 3 log. R ; nous trouve- 
rons de la même manière log. R"* = 4 log. R , log. R^ 
= 5 log. R, etc. Donc , en faisant usage des loga- 
rithmes, l’élévation d’un nombre au quarré, au cube,, 
ou à d’autres puissances dont les exposans soietu des, 
nombres entiers positifs , se réduit à une simple multi- 
plication par Z , par 3 ou pat un autre nomibre eutiet 
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positif ; léciproqnement l’extraction des racines quar- 
,rées, cubiques, etc., se réduit à me siraple division 
par 1 , par 3 , ou par un autie nombre entier positif. 

Puisque n étant un nombre entier positif , on a 

I • 

log. R ” == — log. R ÿ en prenant un autre nombre 

_Ll\ ^ 

entier positif m , on aura aussi log. (R "y = ni 
log. R “ = ^ log. R. Mais ( R ” ) _= R “ y 

m n 

donc log. R ” = log. V R” == -^ log. R. 

En supposant R = -^ , on changera la formule 

• m 

précédente en celle ci : log {-^') " = "^ log. "5~ > 

m 

qui n’est autre que log. S ” = — — log. S. 


Nous pouvons donc conclure généralement que quelque 
soit « , log. Rî. z= « le g, R. 

48. Nous allons faire quelques applications des théo- 
ries que nous venons d’exposer, et nous demanderons 
d’abord de trouver le nombre des termes d’une pro- 
gression géométrique dont on connoît le premier terme , 
la raison et la somme de tous les termes. Si cette pro- 


gression est croissaine , on aura l’équation S X * 


ou S X — I — q', on q' = I — Sx , 

équation de laquelle on ne peut tirer r qu’au moyen des 
logarithmes. Or, log. o' = r log, q ‘y et, comme le 
logarithme du premier membre de l’équation doit être 
égal au logarithme du second , on doit avoir 
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r log. q !=5 log. ( I — Sx ) , d’où 

l og. ( I — s X 

'' T= log. ç ‘ ' 

. Si a = I , ç = 1 0 , s — 1 1 1 1 1 1 ; on aura Icg. q 

= 1,1 — S X — 1 -H 999999 — looooco, 

et par conséquent r= log. (loooooo). Mais dans les 
tables ordinaires ce logarithme est 6 j donc 1 1 1 1 1 1 est 
la somme des six premiers termes de la progres^on 
décuple' croissante. Lorsque la progression est déaoissante , 


on a r 


log. ( I — Sx 


— log. q 


i) ■ 

'■ — J et si , prenant pour 


exemple la progression décuple décroissante,on demande 
le nombre 'de termes dont la somme est i , 1 1 1 1 1 , on 
fera dans la formule précédente a = i, î = >o, 

S = 1,11111. On aura Sx (i — y)"*»*^^** 
X i^ = o,9999î>9,eti — Sx (i — j)=o,oooooi, 
qui a pour logarithme — 6 j donc r = 


49. Proposons-nous aussi de trouver le nombre de 
termes d’une progression arithmétique dont on cqnnojt 
le premier terme, la différence et la somme. Si cette 
progression est croissante ,onaaS=(iû-l-(«-^ ‘ ) 
d)n,oa%S = ian-^n^ — dn,i laquelle on-peut 
donner cette forme n* -+- ( i a — d) n= iS. Lorsque 
la progression est décroissante ,onazS=2<t/ï n 
dn t qui devient n* — t an — d n = zS, 
ou n* — ( la -+• d ) n = — zS. VoiU un genre 

G 4 
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d’équation où l’inconnue est élevée à la seconde puissance, 
et que nous n’avons pas encore eu occassion de ren- 
contrer. 

Reso/utlon des Équations du second degré. 

50. Avant de les résoudre généralement , nous nous 
proposerons le cas le plus simple , l’équation = a* , 
qu’on peut mettre sous cette autre forme ar* — d^= o. 
Nous avons vu' que — a* est le produit de a: -4- 
par X — a ; donc ( a) X [x — a ) = o ; ce qui 
peut avoir lieu de' deux manières , ou parce que 
a: -H <2 = O , ou parce que x — a = o j et , comme 
rien n’indique laquelle des deux on doit préférer , on 
dira que jc* = a* a deux solutions x = atix = — a : 
ces deux solutions se nomment les racines de l’équation. 
Lorsque le second membre n’est point un quarré parfait 
comme dans x^ = b , on se contente d’en indiquer la 
racine , et on écrit x = y/V , x = — j ou , ce 
qui est équivalent, x = .Si b avoit le s igiie — , 

comme dans x^ = — ■ ^ , 011 auroit x = + y/ — 6. 

5 1. Nous avons vu que -ha X -h d et —, a X — a 
donnent également au produit a* ; il n’y a donc pas de 
quantité réelle qui , étant multipliée par elle-même , 
puisse produire — - a* , et ne peut être qu’une 

quantité imaginaire. Ainsi l’équation jf® = — a* , de 
laquelle je ne puis tirer que ar ;= + , a}, a ses deux 

racines imaginaires ; c’est-à-dire , qu’il n’y a pas de 
question soluble qui puisse conduire à un tel résultat. 
Quelquefois cependant ce résultat ne ^t qu’indiquer 
que la méthode employée pour résoudre le problème 
n’est pas celle qu’on devoit suivre. De a:* = -^ a® , on 

lire ^ = — ' I , -^ = + y/ — I et x = + a y/ — i ; 
le plus souvent je représenterai de cette manière les 
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racines imaginaires. En outre x* a* doit avoir pour 
Acteurs X ,4- û ^ ^ ' j 

X a y^— I par x , donne ^ au produit x^ a x 
y/ — I , en multipliant ensuite x a y/ — i par 
— y/ — I , on trouve — ax ^ — i — a* X y/ — i 
X y/ — I } don c ( X -h a y/ — i ) X ( x — a y/— i ) 
= * * -h a y/ — 1 — a.»: y/ — i — a* x y/— i 
X y/— I = X* — a* X y/ — ï X y/ — i , et il ne 
s’agit plus que de multiplie r y/'i^ pat y/^^ j lequel 
produit ne peut être que y/ ( — ry ou — i . Générale- 
ment y/ — ^ X y/— A ne peut être que y/ ( — A)» ou 
- — b. On objectera que ( — A')* n’est autre chose que 
b * , et que n'a pas pour racine” — b plutôt que -\-b ; 
cela est vrai lorsque rien n’indique laquelle des deux 
on doit choisir j mais dans le cas dont il s’agit , la 
racine — b est indiquée par la nature du problème. 
Enfin les racines a: = + y/ — b sont imaginaires 
lorsque b est une quantité positive , et alors on pouria 
les représenter par a; = + y/Â" y/^T. 

5 Z. Maintenant proposons-nous de résoudre l’équa- 
tion plus ‘générale x^A-px-\-q==Oy ou de trouver 
les facreurs du trinôme x^ px-\- q. On fera passer 
q dans le second membre avec un signe contraire et on 
aura x‘^~^ px — — q. Cela posé , si , ajoutant de part 
et d’autre l’indéterminée A , le premier membre deve- 
noit le quarré de quelque quantité , telle que ar i , 
on auroit ( a: -4- i )* = — q + A , d’où l’on tireroic 
AT H- i = + y — q-\-k , et le problème seroit résolu. 
Mais le quarré de a: -f- i est le produit de a: -|- i par 
“H f , ou le produit de a: -H f pat x , qui est a:* -4- i a: , 
plus le produit de a: -4- i par i , qui est îa: -h i* ; c’est-à- 
dire que (x.-4- i )* = at* -4- lix -1- i*, laquelle 
quantité doit être identiquement la même chose que 
x*-hpx -4- A. En les comparant on en tire xi~pt i*= A , 

et par conséquent i = A = ; 
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donc Ht Y i y/ — q-\- ~ et 



Le problème esc résolu , et la solution est réelle 
toutes les fois que — ^ H- est une quantité po- 
sitive , ou toutes les fois que , q étant positif, est 

plus grand que q. Si, dans le cas de q positif, 
étoit moindre que q , les deux racines seroient ima- 
ginaires. Alors en faisant — q H--^' = — r, on 

pourroit les représenter par jf = ^ y^— i. 

Les deux facteurs du trinôme px-\- q, sont 

en les multipliant l’un par l’autre , on trouve 


= a,-*H-^.vH— ^H- ç — EL = x^-\-px-\-q. 

Lorsque ces deux facteurs sont imaginaires , si l’un 
est représenté par H- 7- H- R 'y/— i , l’autre 

doit l’ctre par x — R y/ — i. 

53. Revenons aux progressions arithmétiques. On 
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demande le nombre de termes d’une progression arith- 
métique croissante , dont le premier est i , la diffé- 
rence i , et la somme de tous les termes 28. On 
= I > d = 1,2a — d = 1,28 = 5 6 dans 
1 équation «* -+- (2a — d) n = 2 S , qui deviendra , 
par cette substitution , /a* n = 5 6 . En comparant 
celle-ci avec l’équation générale x* p st q — o ^ 
on trouve x = n ^ p = i, — q ■=. et par 
conséquent n =— i + y/JJZÇT^ Mais 5 
dont la racine quarrée est j donc n = — t + 

On a donc ces deux valeurs de/t,/2 = — = 

” = — î — ^ = — 8, dont la première seule doit 
erre admise, puisqu’un nombre de termes est néces- 
sairement positif. 

54. On propose de trouver deux nombres,, dont 
1 un surpasse l’autre de 7 , et dont le produit soit 60. 
En nommant ces deux nombres x et j, on a les 
deux équations y — x = -j ^ y x = 60. On tire de 
la première, y ^==- a; -f- 7 > yx == a.-* -+- 7 x. On a 
donc cette équation, -f- jx = 60. On la com- 
parera à l’équation général^, et on aura p == 7 , 

f = — do, — q f- — So = dont 

la racine quatrée est Doncf at = — T + > et 

par conséquent x a deux valeurs , x = 5 et a: = — 1 2. 
En prenant d’abord a: = 5 , il vient j = 1 2 ; et il 
est clair que les deux nombres 5 et 12 satisfont à. 
la question. Si l’on prend ensuite x = — ^ 1 2 , on 
aura y = — 5 , lesquels deux nombres négatifs satis- 
font encore à la question j car, ôtant — 1 2 de — 5 , on 
a -h I i ^ 5 = 7 5 on a aussi — 1 2 X — 5 = do. 
La réponse a la question est donc que les deux nombres 
5 et 12 y satisfont, soit qu’on les prenne positivement 
ou qu’on les prenne négativement. 

^ Trouver' un- nombre avec cette condition, que, si 
a son quarré on ajoute 8 , la somme soit le triple de 
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ce nombre. L’équation à résoudre est a* H- 8 =s j jr ; 
ou a:* — 3 = — 8 . On fera dans l’équation générale , 

P = — 3,j = 8,eton aura — ^ -J- -^ = — 8 

-l-f = — V"» ^ r~ '• Mais la racine 

quarrée de — z 3 est une quantité imaginaire \ 

ainsi on doit répondre à la question dont il s’agit, qu’il 
n’y a pas de nombre réel qui puisse y satisfaire. 

, Règle de Compagnie. 

55. Trois marchands mettent en société chacun 
une certaine somme. Le premier met 17000 francs, 
le second 13000 , et le troisième 10000. Le troisième 
se charge de conduire toute l’affaire , à condition de 
tirer de plus que les autres trois pour cent de tout 
le gain qui se fera. Ce gain monte à 100000 francs ; 
on demande quelle doit être la part de chacun. Les 
trois pour cent de 100000 liv. sont 3000 liv. , qu’il 
fuit ôter de ce gain total 3 et il restera 57000 liv. 
à partager entre les trois marchands, proportionnelle- 
ment à la mise de chacun. Pour y parvenir, on fera 
une somme de toutes les mises > laquelle est 40000 liv. 
On établira ensuite les proportions suivantes : 

40000 : 97000 , ou 40 : 97 

;; 17000 : à la part du 1“ = 411^5. 

;i 13000:! la part du 2' = 31525. 

10000 : à U part du 3* = 24250. 

t 

A la part du 3*, dans les 97000 liv., il faut ajouter 
3000 liv. pour avoir tout le gain cju’il a fait. On peut 
résoudre cette question , du genre de celles que les 
arithméticiens nomment règles de compagnie, d’une 
autre manière que voici* 
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On nommera x la parc du premier ; et il sera facile 
de voir que la parc du premier dans les ,97000, est i 
celle du second ; ; 1 7 : 15; que la pan du premier esc 
à celle du troisième :: 17 : 10. Ainsi x étant le gain 

du premier , celui du second est ~ , et celui du 
troisième -H 3000. On aura donc l’équation x 


•4- ^ -h ^ -+- 3 000 = 1 00000 , de laquelle on 
tire = 97000., a: = 41 215 , etc. 

Calculs d’intérêts: 


' 5 5 . One somme <z a été placée au denier h , c’est- 
dite, à pour 1 00 ; si elle avoir été placée au denier 


20, ce seroic à 5 pour 100 ; au denier i(î j, ce seroit 
à 6 pour 100 3 au denier 10, ce seroit à 10 pour 100 , 
et ainsi des autres : une somme , dis-je , a été placée au 
denier A, et on esc convenu dé ne rien dépenser an- 
nuellement pour laisser croître successivement le ca- 
pital. Au bouc de la première année , ce capital est 

devenu a -j = a- Au bout de la 2* année , 


crobsant de a- » est devenu a 

au bout de la 3 * année a J , croissant de y » 

est devenu a > etc. Ainsi les accrobsemens 

successifs et annuels ont formé la progression géométrique 


*+» y . 

h J y 


^a:a^-^:a ... 

après « années le capital a été a • 
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De cette manière, l’intérêt étant 5 pour 100, un 
capital de 1000 francs deviendroit au bout de quatre 
ans 1 000 ( ^ )♦. Ce calcul à effectuer seroit d’autant 
plus pénible , que le nombre d’années seroit plus consi- 
dérable ÿ mais on l’abrège beaucoup en faisant usage 
des logarithmes. En effet , log. ( ts )■* — 4 log. ( ^ ) — 
4 (log. 21 — log. 20) ; donc Ipg. 1000 
log. 1000 -H 4 ( log. 21 — log. 20 ). On trouvera dans 
les tables log. 2 1 = i,j 122 193 , log. 20= 1,3010300, 
4 (log. 21 — log. 20) 0,0847572 , log. 1000 

= 33 donc le nombre demandé a pour logarithme 
3,0847572. En cherchant ce nombre dans les tables, 
on trouve 1215,5. 


En supposant l’intérêt à 6 pour 100 , le même capital 
deviendroit au bout de quatre ans 1000 (f|)^. Or, 
log. 1000 (f* )♦ = log. 1000 -+- 4 ( log. 5 3 — log. 
5 O ) 3 il faut donc chercher dans les tables 

îog- 5î ==i> 714^75 9» log. 50 = 1,^989700, 

4 (log* 5 3 — log. 50) = 0,1012256, < 

log. 1000 = 3 3 


et l’on trouvera 1262,47 poïc 1^ valeur du capital à la 
fin de la 4' année. 

57. Sur ce capital placé au denier A, on a dépensé 
annuellement une somme i , et il n’étoit plus 


après un an que a 
après 2 ans que a 
après 3 ans que 
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Dans cette valeur du capital après n années, i esc tnul> 
tiplié par une progression géométrique croissante , 

dont le premier terme est i , la raison , et le 

nombre des termes n. Cette progression a pour somme , ' 


•> » h-i- 1 Vu 



(; - 


Donc , après n années , le capital sera ' 

i + n (■ - 

'(It!)" (i, a;. 


ou 


J 8. Lorsque' la dépense annuelle excède l’intérêt 
de l’argent , on peut demander en combien de temps 
le capital qui va toujours en diminuant s’évanouira. 
Pour répondre à la question , on fera 


(a — hi ) Ai = o, d’où l’on 'tirera 


(‘ 4 ^r 


ht 

hi — O ■* 


et n — 


t ht - > 

Ai — a 

‘ log. ( A + 1 ) — log. h 


Si le capital est looooo francs placés à 5 pour 100, 
et la dépense annuelle de tîooo liv. , on a A = 10, 
i= 6000 y a = 100000 , Ai = 110000 , Ai — a 

Œ= zoooo, = (J J et, à cause de log. 6 =s 
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0^778151? , log. Il — log. io =: 0,0111895 , on Â 
fi — = 36 ans 8 mois iz jours. 

59. Un Courier est parti à une certaine heure et 
fait i lieues par heure. D’un autre lieu , qui est à la’ 
distance a lieues du premier , et h heures après , on 
envoie un second Courier après lui ou audevant de 
lui , qui fait m lieues par heure. On demande où le 
second Courier rencontrera le premier. 

' On nommera x le chemin que fera le second couriec 
avant de rencontrer le premier. Gela posé , dans les 
h heures, le premier courier , qui fait i lieues par 
heure, a fait hi lieues 5 et puisque la vitesse avec 
laquelle il marche esc à celle du second courier, qui 
fait m lieues par heure , comme i est à ot , on formera 

cette proportion, m : i îî x : dont le quatrième 

terme est le chemin que fera le premier courier, tandis 
que le second fera x. Donc le premier courier, avant 

de rencontrer le second, doit faite Ai 4-'-^ lieues.’ 

Si les deux couriers vont dans le même sens, et que 
le second soit plus près du point de rencontre que le 

premier , on aura a -4- x = h i H — — 5 s il en est 

plus éloigné , on aura x — a = A i -4- Si les deux 
couriers, pour se rencontrer, vont en sens contraire, 
on aura <z x -4- A i - 4 - \ 

De cette dernière formule on tire x = m ( « — 

l 771 

et que , quelles que soient les vitesses , les deux cou- 
riers doivent se rencontrer. On tire des deux autres 

où l’on voit que les deux couriers 

qui 
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«jui vont' 'dans le même sens ne se rencontteront pas 
si les deux vitesses sont égales. • 

. I - * t 

Notions sur Zéro et l’Infini. 

60. L’impossibilité de ser-cncontrer nous est indiquée 
par la formule meme qui, dans ce cas, a pour dénomina- 
teur zéro. Cela nous conduit naturellement à demandée 
ce que signifie une expression qui a pjiu' tlénominateur 
zéro, ce que signifie zéro lui-même. 

Tout rapport peut être représenté pair y j il ne de- 
viendra moindre ou plus grand , que parce que son 
dénominateur q augmentera ou diminuera. Quelle que 
soit l'augmentation de q , jamais le rapport ne deviendra 
nul j donc zéro n'est pas un rapport : il est la limité 
dont les rapports qui diminuent peuvent approcher 
continuellemenf sans jamais se confondre avec lui. 

Jamais — ne deviendra nul j donc jamais i : — 

ne deviendra quelle que soit l’augmentation de q» 
Donc de quelque accroissement tpie soit susceptible 
une quantité, elle ne deviendra jamais 5. Donc i esc 
la limite de laquelle toute quantité susceptible d’aug- 
mentation sans fin peut approcher conrinuellement sans 
jamais se confondre avec elle. Ainsi ^ étant l’expression 
de l’infini , ,1a seule idée que nous puissions nous en 
former', c’est qu’il est la limite dont les quantités 
susceptibles d’augmentation sans fin peuvent approcher 
sans jamais se confondre avec lui. 

.Appliquons cela au problème précédenr. La valeur 
de X ayant pour dénominateur o, il en résulte que, 
quelque chemin que fassent les deux couriers , s’ils 
vont, dans le même sens avec la même vitesse , jamais 
celui qui est parti plus tard n’attrapera l’autre j ce qui 
d’ailleurs est évident. . . ; . . ■ 

D 
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6i. Supposons deux rapports y p tx. q, liés entre 
eux de manière que l’un ne puisse augmenter ou dimi- 
nuer sans que l’autre augmenté ou diminue j la limite 


dont Y approchera dans les deux cas , où et ^ appro- 
cheront de O ou de 5 , sera représentée par |. 11 y a 
donc des limites qui ne sont ni zéro ni Tinfini, qui 
sont des quantités , et ces limites sont représentées 
généralement par Par exemple , la somme à l’infini 
des termes de la série des nombres naturels i >. z, 

3 , 4,5 est l’infini même. Mais une autre 

série peut avoir pour somme à l’infini une quantité 

finie. Telle est celle-ci : i , i , i, i i 

qu’on trouve en faisant x successivement , o , i , i , 


i> 5 


dans 


(*+ f) (* + 1 ) 

bre X de termes de cette série est z — 
demande cette somme à l’infini , il 


La somme d’un nom- 
si l’on 


« 4- 1> 

cette somme a i intim , ii faudra _ faire 
a: = 5 dans la formule précédente , qui devient alors 

1 — -4— = Z — = Z. Donc la série dont 

i -1- « * 4-0 

O * * ^ 

il s’agit a pour somme à l’infini le nombre z. Aussi 

plus on prendra de termes de cette série , plus la somme 

de ces termes approchera d’ctre égale à z ^ ce qu’il est 

fecile de vérifier. En effet i-hj = 

i_i_-L — i i_4--î-=-5. — ü. où 

s ^ 1 5 > ■> ^ 1 s 5 » J ^ 1 1 7 

l’on voit que { diffère moins de z que |, f moins 
que V J I moins que f > ^ moins que y , etc J plus on 
prendra de termes , plus la somme approchera d’être 
égale à z , mais jamais elle ne sera z. 

6i. Plus on s’éloigne d’un corps lumineux, moins 
on en est éclairé , et cette diminution de lumière suit la 
raison directe du quarré de la distance au corps lumi- 
neux. En effet on peut rej^arder les rayons qui en partent 
comme formant un cône indéfini , donc il esc le 
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sommet j et il est démontré en géométrie que si l’on 
coupe un cône par des plans parallèles à sa base , les 
surfaces de ces plans , qui sont des cercles semblables â 
celui de la base , seront entr’elles comme les quarrés 
de leurs distances au sommet. Or ces plans ne reçoivent 
que la quantité de lumière partie du corps lumineux ; 
elle a donc moins de densité sur celui qui est plus 
éloigné et qui a plus de surface, que sur celui qui est 
plus près J et cette diminution suit 1 :V rajson directe du 
quarré de la distance au corps lumineux. Ainsi l’in- 
rensité de la lumière à une distance prise pour l’unité 
étant m , à une distance trois fois plus grande elle sera 

y > à une distance quatre fois plus grande elle sera ^ 

.. 

à une distance x elle sera 

65. Imaginez deux lumières A et B, situées à une 
distance a l’une de l’autre , et sur la ligne qui les joint 
un point où l’on suppose qu’elles écjairçnt également. 
Si Ion nomme x la distance de la liimière A à ce point, 
la distance de la lumière B au même pioint sera a — x; 
et si, à une, distance prise pour l’unité , l’intensité de 
l’une est m et l’intensité de l’autte n , l’intensité de 

la première ou de A , à la'distance x sera ^ j l’intensité 

‘ ' C * ■ 

de B , à la distance a — x sera - — Mais par l’iiy- 

pothèse le point dont il s’agit doit être éclairé également 

par ces deux lumières 5 on aura donc y = ■ j 

ou m {a — ar )* = /I a:* , ou même encore m — 
X m a X m x'^ = n x^. Pour comparer cette' équation 
à l’équation générale du second dégré a* -+-p^ -+- q 
= d ( n°. 5 Z ) , je lui donne la forme suivante ; 



X ax 



n — m 


où -- i 

n — m * ^ 


D Z 
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= . û* , et X = ( — m + \/mn). 

(J4. Si n-=m J il n’y a qu’une seule racine, qui se 
présente sous la forme Mais en remontant à l’équa- 
tion du second degré , qui devient alors ix — a , on voit 

qu’effectivement x n’a qu’une seule valeur 

nous apprend que lorsque les deux lumières sont égales, 
le point où elles éclairent également doit être placé au 
milieu de la droite qui les joint. Si n est plus grand 
que w , il y a deux valeurs de x , dont une est nécessaire- 
ment négative. Lorsque x est négatif, le point où les 
deux lumières éclairent également doit être au-delà 
de A , origine des x ; car la différence des signes ne peut 
nous apprendre autre chose , sinon que les deux valeurs 
de X sont en sens contraires. Supposons l’intensité de B 
quadruple de celle de A , ou n = 4 /n , pn aura x 

ï=Y c’est-à-dire , que sur la ligne B A , 

prolongée au-delà du point A , il y a deux points , l’un 

vers B à la distance — de A , l’autre en sens contraire 
y . • • 

à la distance a de A , où les deux lumières éclairent 
également. 

L’idée de se servir des signes -f- et — pour indiquer 
les valeurs d’une même quantité dans des sens différens, 
e;t d’une très - grande fécondité { n“. 46 ) , comme 
nous le verrons sur- tout dans l’application de l’algèbre à 
là géométrie. 
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SECONDE PARTIE. 


N QU’S nous sommes principalement attachés, dans 
la première partie , à développer les principes sur 
lesquels l’Algèbre est fondée, et 'a faire voir l’usage 
des signes. Dans celle-ci, nous nous occuperons davan- 
tage de calculs , et nous tâcherons de donner, aux 
méthodes toute la simplicité dont elles sont suscep- 
tibles. 

De l’Addition ~et de la Soustraction. 

6<). Pour ajouter des quantités quelconques, fe 
commence par les écrire de suite, après quoi je fais 
la réduaion. Ainsi, pour ajouter ^ a V- — 6 abc 
-h 5 ac’ , ^ a b’’ -1- 5 abc-\-j a — jab'- 
~i U b c — 3 ûc*. Je les écris de suite, ou les unes 
sous les autres , de manière que les quantités pareilles 
soient dans la meme colonne verticale- j Je fais ensuite 
la réduction : , • 

3ûi* — 6 ah c -^r ^ O- 

^ a b’ -4- i a b c J a c’’ 

— ^ab’--\r'] abc — ^ a 


. — 2 û^*-4-4 ab c 9 <îc* 

\ 

Or, 5 a b’^ ^ a b’ T— ^ a b’= — x a b’ i — 6 abc 

abc -|- J abc == 4, ab c ^ a c' -f- 7 u 
— 5 Æ c* = 9 a c* ; on a donc pour la somme des 
trois quantités , — x a b’- abc ^ a c'. 
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66. On propose de retrancher de 9 â* — 6 or b 
7 tz — 8 , la quantité ^ j b — 9 æ A* -4- 

1 1 b^. Après avoir changé les signes dé la quantité qu’on 

veut retrancher ( n“. 8 V» on l’écrira au-dessous de celle 
dont on veut la retrancher , de manièréque les quantités 
pareilles qui entrent dans chacune soient dans la même 
colonne verticale. On fera ensuite la réduction : 

^ a} — 6 b -{- -j a b' — ■ 8 b^ 

— ^ -j b ^ a b^ — 11 


6 a} b -\- \6 a b'^ — b^ 

Or , 9 û* — ^ a} = 6 , — 6 b + j b = 

cü' b y 1 a ^ a = \ 6 a b'- y — 8 b^ — ni* 

ï= — 1 9 ; on il donc pjur la ditïerence demandée 

6 a} b r\- 16 a — 19 '^*. On ne perdra pas de 
vue que toute quantité qui n’est précédée d’aucun signe 
est supposée avoir le signe 

\ 

De la Multiplication et de la Division. 

6 j. Ayant démontré , comme nous l’avons fait 
n’. ^ 7 , que + multiplié par -+■ donne -f- , que -+- 
multiplié par — ou — par -|- donne — - , que — mul- 
tiplié par — donne -h, la multiplication ne consiste 
qu’à écrire l’une sous l’autre les quantités qu’on veut 
multiplier , à multiplier ensuite tous les termes du 
multiplicande par chacun des termes du multiplicateur , 
en plaçant î pour simplifier , les quantités pareilles dans 
la même colonne verticale. Prenons pour exemple les 
deux quailtités a^ — ^ a^ b 6 a* b^ — a b^ b* 
et d’ — i ab ~^b\ On les écrira comme on voit dans 
le tableau ci-joint ; 
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a* — ^ b 6 a* a b^ b* 

fl* — i a b-i- b* 

. s 

•> 

fl* — 4 flf ^ -\- 6 b* — 4 fl’ P + fl* b* 

— 1 b + 8 fl^ ^* — I i fl^ -h 8 fl*^'' — i ab^ 

-H (t^b^ — 4 b^ + 6 a^b^ — 4 fl -f- A* 


fl* — 6 a?b -f- 15 fl^^* — 20 a?b^ 15 — 6 ab^-\-b* 

Après quoi , en multipliera tous le^ termes du multi- 
plicande par fl*, et on aura fl* — 4 ^ -h <> A* — 

4 <1? _|_ a* ^4 • passant ensuite à la multiplication par 

— a fli , on trouvera — x à’ b -{-% a!* b^ — 11 b^ 

-4- 8 fl* M 7 — X a b^ ; enfin on multipliera par ^*, et on 
aura a* ^* — 4 -|- ^ a* b* — 4 ab^ -+- ^*. On fera 

la réduaion , et il en résultera que le produit demandé 
^ est fl* — 6 b -h 1 5 a* A* — xo b^ 15 a* b^ — 

6 a b^^ b\ 

Autre Exemple d’une Multiplication. 

fl* - 4 - fl< ^* -i- fl* 3 * 

a' — b' 

\ 


fl* -j- fl* ^* -4“ fl* -4- fl* 

_ û^* — fl*iJ* — fl*^* — 


û* o O O — 'b* 

Dans cet exemple a* — est le produit demandé. 

6i. Pour la division, il faut s’assurer d’abord que 
-h divisé par -f- donne -4- au quotient , que -4- divisé 
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par — ou — divisé par -i- donne — , que — divisé 
par — donne -h. On procédera ensuite comme dans 
l’exemple suivant , où l’on propose de diviser a* — h* 
par û* — 



( H- aH^ 4- 

O 4- _ 

O 4- û‘'k“‘ — 

O a^b^ — 

' . (■ . ,0 - O 

On écrira le diviseur à la droite du dividende ; er, 
les ayant sépares par un crochet, on tirera sous le divi- 
seur une barre , au-dessous de laepielle on écrira Je 
quotient à mesure qu’on le trouvera. Le dividende et 
le diviseur étant ainsi disposés , on commencera par 
diviser par o* , et on trouvera qu’on écrira au 
quotient. On multipliera le diviseur par et , le produit 
û* — b^ étant retranché du dividende, on aura 
— h^. On divisera par a* , ce qui donnera 
qu’on écrira au quotient après ■ puis on multipliera 
le diviseur par b^, et, le produit — a"*/."* étant ôté 
de ^ Z>*, il restera a'' A'* — /■*, En continuant de la 

même manière , on divisera a'' A’’, par , et on aura au 
quotient a* M par lequel on multipliera le diviseur. Le 
produit /.* étant ôté de , il restera 

û* b* — i* à diviser par u* — b^ ; la division se lait 
sans reste et donne au quotient b^. Donc dans cet 
exemple le diviseur est exactement contenu dans le 
dividende , et on a pour quotient a* 4- b‘* 
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Nous proposerons pour second exemple de diviser 
’ 4 - bl par a?- 


■b\ 

b^ ^ 


L O. 

O — çj/î 4- 
O 4- i 


— 4- 


i b^ 




En divisant par on trouve qu’on écrira au 
quotient J et, multipliant ensuite le diviseur par a} ^ 
on aura -a* 4- o? b^ qui , étant retranché du divi- 
dende , donne — b^ b^- On divisera — b^ 

par , et on aura — b ^ , qü’on écrira au quotient ; puis 
on multipliera le diviseur par — et , le produit — 
a} b^ — /»** étant oté de — P il restera 2 P qui 

ne peut point erre divisé par a} 4- 1 >^ ; on ne fera donc 


qu’indiquer cette division et on aura 


a» 4- b‘ 
b * 



•+" a> +i> - division de i P par a} 4- ne peut 

donner au quotient qu’une suite infinie. Nous nous 
occuperons bientôt de ce problème. 


Dts Fractions. 


6 ^. Après ce que nous avons dit sur les fractions 
( n'^*. I?, H) «5, i(î),il nous reste ce problème a 
résoudre: réduire une fraction à ses moindres termes , 
en cherchant le plus grand commun diviseur du numé- 
rateur et du dénominateur. Nous nous proposerons 
d’abord quelques exemples en nombre. 

On demande de trouver le plus grand commun 
diviseur des deux termes de la fraction ‘ 4 ^*. On divi- 
sera le plus grand terme 575^ parle moindre 2016^, 
on aura au quotient 2 et un reste 17^4 j on divisera 


I 


! 
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lo 1 6 par 1764 J on aura au quotient 1 et un teste 251; 
on divisera 1764 par ce reste 1 5 2 , on aura au quotient 7 : 
et , comme cette division se fait exactement, 252 est le 
plus grand commun diviseur des deux nombres zou» 
et 575)6. En effet, on a 17^4 cs= 7 X 25i;donc252 
est le plus grand diviseur de 1764:2016 = 7 X 252 
-+- 2 5 2 j donc 252 est encore le plus- grand diviseur de 
2016 : il est aussi le plus grand diviseur de 579(1 = 2 
X 7 X 252-4-2 X 25 2-t^7 X 252; donc, etc. 

Proposons-nous pour second exemple en nombre la 
fraction Nous nè ferons qu’indiquer la suite des 

opérations : 


|t« 40 ol 10919 10919 lli;g 4 1684! H4t It 4 l|l 4 l 

16 S 4 4 ï 1 141 7 > J4I I > fit } » 


^ 4 j I 111 ■ 1 I 1 I ) t ? 1 I t < * i g I I 5 M I 1 . 

31 !>• lglg>l, I> 1 l> OI> > 

I 

il suit que l’unité seule est- le plus grand commun di- 
viseur des deux nombres 205)25) et 86400. 

70. Généralement a et A étant deux quantités quel- 
conques et a en divisant successivement, on 

formera cette suite d’équations : 


r b 

T ’ T 


à ^ * r I rt 


rï , ri ri 

.71 — î3-+-7I>,7=?4- 

Nous ne ipousserons pas plus loin ces calculs, et nous 
supposerons que la dernière division s’est faite sans 
reste ; alors r 3 est le plus grand commun diviseur des 
quantités a et En effet , on tire des équations précé- 
dentes : 

r2 = r394,ri=:r3^3^4-+-r3,r = r3^2 
^ ^ q ^ q l-^r i q ^,b = r ^ qi q X q ^ 

-^r ^ q l q x-^r ^ q l q ^ r i q i q r 
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Comme en algèbre on a besoin de beauœup de 
lettres pour indiquer des quantités différentes ^ nous 
ferons souvent usage du signe que nous venons d’in- 
troduire. Le chiffre qui est à la gauche de la lettre , et 
sut la meme ligne, comme dans i a , est un coefficient ; 
mais en le plaçant à la droite de la lettre et sur la 
même ligne , comme dans a 2 , on n’indiquera jamais 
qu’une lettre différente de a. 

, Des Fractions continues, 

t 

71. On tire des équations précédentes. 


= î + 


f « +T 


= 5 H ^ I 

’ î‘ d 







t 

77 


-L? 

V 1 


Î-1-77+— 




Donc 



On a donné à ce genre de fractions le nom de fractions 


continues : si ■— n’étoit point une fraction ration- 
nelle , la fraction, continue ne se termineroit pas , et 
iroit nécessairement à l’infini. Nous venons de yoir 
que la fraction donne pour diviseurs successifs 
1 , 1,75 elle est donc égale â la fraction continue 
2 -h 7 i. En effet , i - 4 - j = | j donc la fraction 

continue = 2 -+- | = ^ j c’est la proposée réduite 
à ses moindres termes. , ^ 

72. Supposons qoe P développé donne la fraction 
continue à l’infini. 


6o 
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ï4 H- etc.. 

en en prenant les deux 'premiers termes , on aura 
q ^ J les trois premiers , on aura 


' = <7 H ^ 

“ ' « I — I “ ' 17 I 9 1-4-1 

î» 


??■ ?-‘4-? + î^ 

ji gi -f 1 


yi gl-l- 

_ I f . f ' ^ i les quatre premiers , on aura 


1 

7^ 


_L . . 


a 


_îj_ = 

9‘ î» + ‘ 


q~\r 


gi - 4 -gi 


ggigig;-fggi-t-g gj: -f- gig 1 

qi ÎIÎ3 + Î‘+ÎÎ 


I (fî?>+') ?^ + 9)î' + 9 9' + ' 
“ (îiîi+i).93+î> ’ 


etc. 


De cette manière, on trouvera une suite de fractions 
qui approcheront toujours plus de la valeur de la 
quantité P. Si nous représentons ces fractions toujours 
convergentes vers la valeur de P , par 

A B C D ' . . 

aT > bT ’ “Ci ’ dT> > O" A = ^ , A I = I , 


B==^i A-f-i,Bi = çi,C = ^iB-|-A, 
C I =q 2 B I -f- A I , D = ÿ 3 C-l-B,,D 1 =q J C I 
-H B I , etc. -y on aura aussi BAi — ABi = i, 
CB T — BCi = — Tl, DCi — CD i = i, etc. 

7 J. La fraction rationnelle développée, donne 
la fraction continue 




I - 

16 • 


■1~T 
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dans cet exemple, on a 4, 7 , i , j , i , , i , 

1, 15 pour les valeurs .de , 91, ^2, 95, ^4, 
5 On a par conséquent A = 4 , 
Ai = r,B = z9,Bi = 7,C = j5,Ci=8, 
D=ii 8 , D I = J i,E=i(îi,Ei = 39, F= 2704, 
Fi =^55 , G = 2865 i G I = (Î94, FI = 5 569 , 
Hi = i 349,J = 86400 , J I = 20929. La dernière 

fraction est la même que la fraction proposée j ainsi 

la série ne peut pas être poussée plus loin. On a aussi 
dans cet exemple ,BAi — ABi = 29 — 28 = i, 
CBi — BCi = 25i — 232 = — I , D C I ^ C D I 
= 1024-^ — 1023=1, EDi-»— DEi= 499i 
— 4992=— I, F £1 — EF 1 = 10545 6— 105455 
= I , etc. 

• 74. Ces dernières équations font voir que les fractions 

^ ^ , etc. sont réduites à leurs moindres termes 3 car si 

A et A i ,' B et B I , C et C i ^ etc. , avoiept des com- 
muns diviseurs autres que l’unité, les nombres entiers 
BAi — ABi,CBi — B Ci, etc. serôient aussi divisibles 
par ces mêmes diviseurs; ce qui-nepeut être, puisque 
ces nombres entiers ne sontautre chose que i , — 1 , etc.: 
on tire encore de ces mêmes équations. 


A I 


C 


Cl C I D I * 


A I B 1 ’ Ci 
etc. 


Bl 


— I D 


Bi Cl ’ Di 


d’où il suit que les djfTérences de deux terthes consé- 

, etc. forment une série ' 


cutifs de la suite 


L C 
* B I ’ c 7 


convergaue ; et , comme les termes de cette série ont 
alternativement les signes -H et — , on voit que la 
seconde fraction est plus grande que la première , la 
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troisième moindre que la seconde , la quatrième plus 
grande que- la troisième j et ainsi de suite. 

75. Aux exemples en nombres qui précèdent, nous 
ajouterons celui-ci: développer en fraction continue la 
fraction , qui est un rapport très-appro> 

ché de la demi-circonférence du cercle au rayon pris 
pour l'unité. On aura ij, 

î 3 = ï ? 4 = î 5 = ï > etc, et cette suite 
de fractions : 

5 £i }±i io;y9 t »o4i-»g 

T» 7 > io«> Iii» jjiox» 35»«j> 

\ î 3 n il 111 \ 3 3 5 » O 3 » 9 3 

7 ^T>io6\7>ii3 ^ 106 » 3 ) 1 SX 

. 3 î 5 » 0434 g \ 1 0 3 99 3 

113-» 33X11 ^ 33iox> 

Ces fractions donnent des rapports plus ou moins 
approchés de la demi-circonférence du cercle au rayon. 
Le premier | est beaucoup trop foible j celui donné 
par Archimède ^ est trop grand , mais il est Je plus 
exact de tous ceux dont le numérateur n’excède pas 
1 00 ; et f ““ 6st trop foible et l’autre trop 

grand , sont les plus exacts de tous les rapports dont 
les numérateurs n’excèdent pas looo , etc. Nous ferons 
d’autres usages dans la suite de la théorie des 'fractions 
continues. 

, ( 

De la maniéré de développer les Fractions eri séries, 

-]6. La série qui résulte du développement d’une 
fraction, soit parla division soit de toute autre manière, 
ou n’est rien, ou doit converger vers la valeur de cette 
fraction : ses termes doivent dùnc aller en diminuant. 
Les termes delà série décimale o,i4i857i4zX57...'. 
vont en diminuant j aussi plus on prend de ces termes , 
plus on approche de la fraction 7 , dont la série est dé- 
veloppée. Le premier' terme de ce genre de séries 
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contient des dixièmes , le second des centièmes , le 
troisième des millièmes , le quatrième des dix-millièmes, 
et ainsi de suite. Nous dirons que le premier esc une 
petite quantité du premier ordre, le second une petite 
«quantité du second ordre, le troisième une petite quan- 
Hté du troisième ordre , etc. Généralement x étant une 
fraction moindre que i , les puissances successives de.v 
seront des petites quantités du second ordre , du troisième 
ordse , du quatrième ordre , etc. j* nous ferons souvent 
usage de cette manière de s’exprimer. Cela posé , 
X étant moindre que i , si la série développée d’une 
fraction quelconque peut être représentée par 

A -+- B -t- C X* - 4 - D -h E H-, etc. , 

> . 

elle sera nécessairement convergente. Tout consiste donc 
â faite voir qu’il n’y a pas de fraction qui ne puisse 
être développée en une série de cette forme. 

77. Soit proposé Si m esc plus grand que n , 
je ferai == x , et la fraction sera changée en celle-ci, 
7::^- Je supposerai 

= A + B X -h C X* H- D -f- E x"* + etc. ; 

et, ayant multiplié les deux membres de cette équation 
par I H- X , je la changerai en celle-ci r ' 

A 

I = A -f" B X -h C X* -f- D .v’ -4- E X* -j- etc , 
A X -4- B X* H- C X" -4- D .Y* -4- etc , 

à laquelle je puis donner cette forme ; 

A -4- B . X -4- C . X* - 4 - D . x^ -4- E .t‘* -4- etc. = o , 
■*“ I -E* A -f- B “ 4 “ C — f- O 
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en convenant que par -j- B C . x^,- etc , on 

-+- A — |- B 

entendra toujours le produit de B + A par a:, celui de 
C -f- B par A*, etc. Il ne i’àgit plus maintenant que de 
tirer de cette équation les valeurs des inuéterminécs 
A , B , C , etc. 5 ce qui exige quelques considérations 
préliminaires qui méritent beaucoup d’attention. 

78. Pour s’assurer que les quantités j et* c* 

— r+- û/i* — sont identiquement laanême chose, 

on formera l’équation 

— a^b-\- al^ — 3 ^, de laquelle on tirera, 
en multipliant les'deux membres par <i -1- ^ , 
û’ — h* = — a} b -+• a* A* — a 

û.^ b — a* -f- a b\ — b* : 

comme dans cette équation tous les termes se détruisent 
mutuellement, on en conclura qu’il y a parfaite égalité 
entre les quantités proposées. On a donné à ce genre 
d’équations , où tous les termes doivent se détruire 
mutuellement , le nom d’équations identiques. Une 
équation ordinaire , telle que a* — z a = 3 , ne devient 
équation identique que lorsqu’on a substitué à a sa 
valeur. Si dans cette équation je mets pour a l’une de 
scs valeurs 3 , j’aurai l’équation identique 9 — = J > 

j’aurai de même une équation identique en mettant 
pour A son autre valeur — i , car elle devient par cette 
substitution i H-*z = 3. 

L’équation A H- B . a -f- C . a’ - 4 - etc. = o , 
— I — 1— A -4— B 

que j’ai formée en égalant une fraction à son quotient, 
est donc une équation identique , où tous les termes 
doivent se détruire et donner 0 = 0. Mais ils doivent 

se 
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se détruire quelque soit x j car la division doit être 
possible sans qu’jl soit nécessaire de donner à x une 
valeur particulière. Si je supposois que le premier terme 
A — I est détruit par le second ( B -+- A ) a: , je forme- 
roiscette équation A— 1 -f- ( B -+- A ) a: = o , et je 

donnerois à .v une valeur ; à plus forte raison je 

ne puis pas supposer que les trois premiers termes se 
détruisent , car j’aurois alors une équation du second 
dégré A — H-(B-I-A) (CH-B}a:* = O, 

et la division ne seroit possible que pour l’une ou l’autre 
des deux valeurs de x, etc. Donc chacun des termes 
de l’équation identique doit être nul p.ar lui-même , 
et l’on doit avoir A — 1= o, (B-f-A) x = o] 

( C-f- B ) O , etc. i et , parce que x ne peut pas être 

nul , on doit avoir seulement A — ^ i =x=o , R-f-A-~o 
C H- B = O , etc. * * 

Donc dans toute équation identique , ordonnée par 
rapport aux puissances successives d'une quantité a: qui ne 
doit prendre aucune valeur dans cette équation , chaque 
somme de coefEciens qui affectent une même puissance 
de a: doit être égale à zéro. Ce principe qui constitue la 
méthode des indéterminés, est un des plus féconds de 
l’analyse. 

79. On aura donc dans l’exemple dont il s’agit 
A = I, B= i,C=i,D =' — I , E = I , etc. ; 

Tip; = * — a: -h X* — jfî -4- — .Vf etc. J 

= ï ( ■ ( i)‘- (i)' 

t , 

Si 1 nue ou l’autre de ces deux quantités m ou n avoît 
le signe — , tous les termes de la série auroient le 
“h j remarquerons ^encore que toute pro- 
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gression géométrique à l’infini est développée d’une 
ftaction dont le dénominateur est binôme. 

Prenons | poiu la fraction que nous voulons dévelop- 
per en une progression géométrique. Nous lui donnerons 

cette forme ■ — , j alors a=i,/n=i,n=j,et 
* "P T 

on a cette série i — ÿ -h + TT — 

laquelle si l’on ne prend que les deux premiers termes, 
on trouve \ qui différé de de la proposée j en en 

f (tenant trois , on a | qui diffère de la proposée de ^ j 
a somme de quatre termes ou ^ en différé de 7 ^ , etc. \ 
ainsi la série converge vers la valeur de la fraction dont 
elle est développée. 

80 . On propose de développer en série la fraction 

■ Itl ' p , où 4 > i , OT > n 

On fera 4 = û ^ > —= bxy^ = cx^y etlafraction 

h îtl m 

proposée sera changée en celle-ci : 

-i. . - — . On fera ensuite 

m 1 


« +‘*- 


I +Aa:H-B jc*-hCa:^-l-D^‘*-l-etc.; 

b x-\-c X* y 


+ 3 
— a 


I -f» 6 

et, multipliant les deux membres par i 
on formera l’équation identique ‘ ■’ 

A.x-h B.** -h C.a;î-4- D.a:^-+- E.x^ 

•4— 3A 3 B -f-3C -^3D 

-q— c "d” c A -q~ c B “f” c C 

-j-etc.=so, 

de laquelle on tirera ,A-+-3 — a = 0 , 

B -f- b A -+^ c = O , C 3 B -f-cA = O y 
D — f- 3 C -f— c B = O , E -f— 3 D *4 f C = o , etc. 

et par l’élimiiudon, les valeurs de A, B, C, etc. 


Di.^ 



I 


Del’ An a l y s e ma thématique. C-j 
8 i . La fraction proposée étant j , si on La met sous 
cette forme , / j. ’ h — i , i = o , 

m == I , « = — P i- 0*1 pourra supposer 
a — Oyb — — 1 , .V = i , c = I , et il sera facile 
de tirer des équations précédentes , A = i , B o , 
C== — I, D = — I, E = o, F = i, G=i, 
H = o,I = — i,K = — 1, etc. ^ et pour la 
série développée de la fraction | , 


1 -I- -î. I — i- -- — 1 — ! i- -I- etc 

^ 2 s 16 ~ 64 128 5 t 2 1024 T- CIC, 

Mais I -4- — = — , — = ■ 

* t » J i 


4- ; donc 
6 * 


2 ^ 

6 

1 

lü 

T 

9 


— - 4 - — 

zi 24 

J 

24 z7 

I 

zi 


2< 

t 

210 * 
r 

Z 9 ' 


z 7 

T 

2> * 

» 

ail 


2’ 

etc. 

etc. 


etc. y 


La fraction y étant mise sous cette forme, , 

* T ’T 5 

on la développera comme nous venons de faire la 
précédente, et on aura ' 



Nous trouverions pour les valeurs des fractions i 
et ^ , les mêmes séries, en développant les fractions 


binômes , ■ ■ ^ - ^ -7 et , J ces calculs n’ont pas de Hilfi- 
cultés. 

E 2 
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8 Z. Pour développer en série la fraction > 

où A >i, 

L^ax, i f = ex, dx% X = ..I, 

et la proposée pourra être changée en celle-ci ; 


k I -4- fl» + bx’’ 

m* I + c« + <i,‘4-**> • 

On fera ensuite 


+ = ^-l^Ax- 4 -Bx^-hCx^-hDA-> 

-4- etc.; 

et, multipliant les deux nombres par i -4-cx-h</x* 
4-exS on formera l’équation identique. 


A.X+ B.x"-+- C.xî- 4 - D.x^- 4 -etc. = o, 
- 4 - c -+- e A - 4 -cB' H-eC 

— a -f- d “ 4 “dA - 4 “<^B 

— b - 4 ~eA 

de laquelle on tirera 

A-4~e —a =o, B -+- cA - 4 -^ — b =o, 
C-4-cB-4“dA-+-e =o,D-heC-4“<^B-|-e A = o, 
E-4“C D"4“<^C~^eB— ^ O , etc. 

Quand bien même le nombre de termes du numé- 
rateur et du dénominateur seroit plus considérable , le 
calcul ne présenteroit pas de plus grandes difficultés. 

83. Mais on peut présenter la question d’une 
autre manière , et demander de développer la fraction 

* 4 - + — -, quelque soit x, une quantité frac- 

« 4 .„* 4 .px* + î*»» ^ ^ . 

tionaaire moindre qjte i , ou un nombre entier ; en 


N ■ 
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ne perdant point de vue que les séries' ordonnées par 
rapport à des puissances successives de x doivent être 
convergentes. Lorsque x est une quantité fractionnaire 
moindre que i , on peut supposer 


. =A4-BA:+CA»-i-D;r^+etc., 


m4*n*-4"P** +Î* 


et former l’équation identique 

o=Aot-|-Bot.a'-+-C/ 77. D/n.t*-+-Emjf^-i-etc. 

a-4“An — |— C/i -t-D/i 

— t -\~A.p -f-Bp -f-C/» 

— c -\-Aq H-B^ - ■> 

de laquelle on tire A.m — a. B/n 4 - An = 6, 

\ 

Cm-+-Bn-\-Ap—Cf D/n-f-C/ 24 ”B/-+“A J5S30, 
E/n 4”D ^4”Cp — |— B O, 

F /n H- En-|-D//-f-Cÿ = o, etc. 

Ce résultat ne peut point être admis , lorsque x est 
un nombre entier. Dans ce cas > je changerai la 6:actioa 
en celle-ci : , 




je ferai ensuite 


■ h ■ € 

- î:: — =M-f-N;c-*4-P*-* 


I P I » 


-4- -4-etc. J 


et, ayant multiplié les deux membres par le dénomina- 
teur de la fraction, j’aurai l’équation identique 

' E 3 
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H- 4- -f-R^ 

— c H-M/> 4-N^" -+-^p ~^Q.P 

— è 4-Mn 4-N« -+“P/r 

— a 4-M/n 4 -N/w 

4 - etc. t= O , ■ , • ' - 

de laquelle je tirerai , ■ 

M^==c, N^4-M/7=/^, P^4-N/7 4 -M/i=sa, 
Q^4“P/’4*N/2 4“M/72 = o, 

? -1“ Q/’.-l- P " H- N /72 = O , 

4-R/»v47Q«-1-P/w = o, etc. 


Ces cdefficiçns déterminés , j’aurai 


e ^ b X w\- CK^ 
m + n X +f*‘ 4 -î*’ 

4- 


= M A--" 4- N.v-‘ 4- Pa-î 


etc. 


et cette série est nécessairement convergente lorsque -v 
est Hii nombre entier ou une fr action plus grande que i. 
Au nidyeif des deux séries , A 4- B a- 4- C a* 4 - etc. , 
4 - 4 - etc., dont l’une est nommée 

ascendante et l’autre descendante , le problème est 
complètement résolu. 

84 .' J’ai toujours supposé que dans le numérateur , la 
plus haute puissance de x ctoit au itloins moindre d’une 
unité que dans le dénominateur. Si la fraction proposée 
n’avoit point cette condition , il seroit facile de l’y ra- 
mener. Si , par exemple , la fraction proposée étoit 


î±ïl± CX ^ ±jbL. 
ni-p ** +î*’^ 


en divisant dx^ -\-cx^ b x 4 - a 


par q x^ -i- px^ nx -\-m , on trouveroit au quotient 
— , et une fraction 

î 


{c(j — — d n ) X e ^ — dm 

y’’ *’ -(-/’y *'-f" " y * 4" ■" î 
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dans laquelle la plus haute puissance de x du dénomi- 
nateur est plus grande d’une unité que la plus haute 
puissance de -v du numératehr, 

8 5 . Lorsqu’une fraction est réduite à cette condition , 
on peut toujours la décomposer en fractions binômes 
de cette forme : 


» ir+rn> «c- effet, en prenant 
deux de ces fractions , et les réduisant au même déno- 

. a h î f ( « * "f- ^ g") X 

.(/+g CA + t*) ’ 

qu’on peut égaler à ha seule difficulté 

qui pourroit se présenter viendroit de la supposition que 
nous sommes obligés de faire que m -+■ n x <-{- p peut 
être décomposé en deux facteurs A H- i ; 
or , nous avons démontré ( 11°. 5 2 ) que cela est toujours 
possible. Si l’on prend un pliis grand nombre de frac- 
tions , un nombre n par ^emple , comme en les 
réduisant au même dénominateur , chaque numérateur 
est multiplié par tous les dénominateurs , excepté celui 
qu’il a, la fraaion résultante aura pour numérateur un 
multinome du degré n — 1 que nous pouvons tepréseir- 

ter par a I -P- A I X -+- c I X* H- -f-/ i x"~‘ , 

et pour dénominateur un multinome du degré n , 

OT I -f- « I X -+-/> I X* H- ^ U I x" ^ 

qui résulte de la multiplication du nombres de facteurs 
f-\-gx,h-\-ixy A-h /x, etc. Certe fraction 
pourra erre égalée à toute autre fraction du même 
ordre qui sera proposée , et il ne s’agira que de décom- 
poser le dénominateur de celle ci en facteurs binômes. 
Pour décomposer le facteur trinôme m ~>r n x p x'^ 
en ses facteurs binômes, 'nous avons résolu l’équation 
m-^-nx-^-px^ = oj pour décomposer le multinome 
m-{-nx-\- P x^ -h qx^ -h etc., il faudra résoudre 

E A 
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l’équation m n x p x* ■+■ etc. =! o. Nous 

nous occuperons de ce problème dans la 3* partie 
de cet Ouvrage. 

Des Fractions ratlonelles. 

Les fraaions dont nous nous occupons mainte- 
nant, dans lesquelles x n’a pour exposant que des 
nombres entiers , ont été nommées fractions ra- 
tioneiles. Lorsqu’on connoîtra les facteurs du déno- 
minateur d’une fraction rationelle , on pourra la 
décomposer en fractions binômes. Nous prendrons pour 

exemple la fraction , ^ ~~ j <lont le déno- 

minateur a pour facteur — x. 11 

f^dra faire 

1 — * * 4 " __ A , B , C 

f * 4" I *) ( • — ) • 4" I * ‘ -h* > — * * 

A , B , c étant des coefficiens indéterminés. En réduisant 
tout au même dénominateur , on trouvera 

a 4 ^ “1” — A ( I — “ AT* ) -4— B ( I — 5 *' ) 

(i — •*)-4'C(i-f-5.r)^iH-AT); équation identique 
qui, toute réduction faite, devient 

A -J- 4 B. .V — A. A* =s= O , 

■4“ B-f- 6 C ‘ — 5 B 
■4-C-4-4 -f- 5 C 

— a — 1 

et de laquelle on tire 

A -f-B -l-C = 1 , 2 B-f- 3 C = — 2 , 

5C — 5B — A = I. 

La première et la troisième donnent 
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C-frB=i— A, C — B = i±^; 


7^ 


? — « A 


C K — 4 A T» 

ïô~ » ® ~ 

En substituant ces valeurs dans la seconde équation; 
on en tire 14 A = 71 » et ensuite B = — j , 
C = — —, Le problème est donc parfaitement résolu. 

8 7. Les facteurs d’un trinôme m-\- nx -\-p x* , pour- 
roient être imaginaires, et de lafo^mex-|-^ 7 -+-^ y ï, 
X a — b y/— I ( n° 5 1). Nous éviterons de les 
introduire dans le calcul} et lorsque dans la décom- 
position d’un multinome nous trouverons des facteurs 
imaginaires , nous conserverons le facteur trinôme 
auquel ils appartiendront tel qu’il sera } et au lieu 

de n’avoir que des fractions de la fprme , nous 
en introduirons de la forme Si , par exemple, 

on proposoit la fraction rationelle ^ ^ j > 

comme les deux facteurs de 1 + .r* sont imaginaires, 
on supposeroit 


*4’?*'“**^ A ■ B . E 4-T» 

(1 — I-}-»'' I — *"• 1+*** 

de laquelle on tireroit 

A — k. X k. x' — A. jf’ = O } 

— f“ B — B — f- B “4” B 

—J— E —f— F — E — F 

— I — 3 -h 2 

pour déterminer les coefficiens , cette équation identique 
tburniroit les équations particulières 

A H- B -+- E = I , — A — (- B -f- F s= j , 

A -h B — - E =; — 2, — A-f-B — F=xo, 
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La première et la troisième donnent B-4-A = l— E, 
B H- A = E — Z , partant E = | j la seconde et la 
quatrième donnent B — A = } — rF, B — A = F, 
partant F = On trouve ensuite B -h A = — , 
B — A = I j d’où l’on tire B = i , A = — i . Ainsi, 
la fraction proposée est décomposée en ces fractions 
simples : ... - - 

I ■ . 1 1 ' 

^ • I 4“ >■ ( > — ») * "F**’ 

SS.'ll pourroit encore arriver que le dénominatear 
eût des facteurs égaux ou premiers eiïtr’eux, que la 

proposée fût A cause des trois fac- 

teurs I — Xf I —X, I — X, introduirons-nous trois 

A * B C • 1 

fractions binômes, 1 1 ? Mais il est 

clair que ces trois fractions se réduisent à une seule, 

et je ne supposerai pas qu’une fracdon qui a 

pour dénominateur ( i — , puisse être égale à 

^ , quelque soit le coefficient M. Je conserverai 

donc le facteur quatrinome ( i — r a: )^7 sans le décom- 
poser , et je lui donnerai pour numérateur un trinôme 
indéterminé A + B x -F C .v^ , afin que dans la fraction 
introduite , le plus haut exposant de x dans le numé- 
rateur , étant moindre d’une unité seulement que le 
plus haut exposant de x dans le dénominateur, elle 
soit la plus générale de son espèce. Pour les mêmes 
raisons, je conserverai le facteur ( i tel qu’il 

est , et je donnerai à ce quintinome pour numérateur , 
un quatrinome indéterminé E -j- Fx -f- H 

On ne perdra pas de vue que l’exposant de la plus 
haute puissance de .v * augmenté d’une unité , est 
l’exposant du multinome j il est binonie lorsque x a 
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pour exposant i ; trinôme , lorsqu’il a pour plus grand 
exposant z j quatrinome , lorsque le plus grand exposant 
est 3 , etc. Il est donc démontré que nous pouvons 
supposer 

i4-xr A^-B*4-Cx* , E4-F*q-c**4-H*» 

et que l’équation identique qui en résultera doit donner 
autant d’équations partielles qu’il est nécessaire pour 
déterminer les coeniciens inconnus. Cette équation est 

E — 3 E.X--I- 3 E..V* — E.x’ — F.ar'* — G.x^ — H.a:'*=o 
+A+ F — 3F +jF -I-3G -I-3H -h C 

— I-+-B -+^G — ^3G — 3H -f-B 

—4“ Z A —4“ H A 
—H C —H 1 B — Z G 


On en tire H=C,E=i — A, et substituant ces 
valeurs de H et E, les cinq autres équations 

3 A -H B + F = 3 J A — C -4- 3 F — G= 3 , 
A-4-ZB-+-C-I-3 (F — G) = z, 

A — C-4-3 G — F = o,B- 4-3C — G = ç. 

Celles-ci donnent A — i,B== — |,C = i,F=|, 
G = o , et par conséquent H == ^ , E = o j partant 

»4- «' I f 4 — « * + , i X 4- jt» 1 

( I — (I -4-»‘)* 4L (1 — *;' 

Des Séries récurrentes. 

8 ÿ. Toute série développée d’une fraction rationelle 


\ 
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a été nommée série récurrente ; la série géométriqa® 
m ( 1 4- « A- -+- ( /2X )* H- ( n a: -H ( n .v -f- etc. ) , 

développée de la fraction binôme > est une série 
récurrente j la série 

. 5 4A;-f-i4A-* — — 94 -h etc. , 

développée de la fraction trinôme , est une 

série récurrente. Soit la série récurrente A 4- Bar 
4-CA*4-D.v’4-etc. jor,e,/,^. A, etc., étant des 
nombres quelconques , si la série est développée d’une 
fraction binôme , on aura « U 4- /T = o , où U est un 
des coefficiens A , B , etc. , et T celui qui le précède j 
si elle est développée d’une fraction trinôme , on aura 
c U 4-/T 4- = o; on aura cU 4- /T 4- ^S* 

4 - AR = O, si elle est développée d’une fraction 
quatrinome; et ainsi de suite. Dans la série récurrente 
5 — 4 .V 4 - 1 4 .V* — etc. , on a 94 — 50 — 1 X z 1 =c ; 
5c — zz — zX 14 = 0, zz — 14 — zX4=o',etc. 

9Q. Puisqu’une fraction rationelle peut toujours être 
décomposée en fraction binôme , toute série récurrente 
pourra toujours être partagée en série géométrique : et 

pour en donner un exemple , la fraction 

étant éaale à la somme des deux fractions binômes 

— — et — — , la série 5 — 4x4-14 — etc. , 

1 — •' -r«-r 9 

doit être égale à la somme des deux séries géométriques 
Z ( I 4- ^ 4- 4- etc ) et 3 ( i — z x 4- 4 .v* 

— 8 x’ 4- etc ) , dont la première est développée de 

— et l’autre de . 

I — * 14-1* 

Donc un terme quelconque d’une série récurrente est 
égal à la somme des termes correspondans des séries 
géométriques dans lesquelles on peut la décomposer ; 
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a A* 'étant le terme « H- i de la série i ( i -f- ^ _j_ a.-* 
-f- etc. , et + J ( i^)”j ou l’on prendra le signe -f* 
lorsque n sera pair , et le signe — lorsqu’il sera impair, 
le terme «H- 1 de la série j ( i — zx 4- 4;^* — etc.); 
le terme correspondant de la série 5 — 4 .v 4- 1 4 .v* 
— etc. sera 2 3 ( z a:,)’. Si l’on fait successivement 

dans cette expression n égal à o , i , 2 , 5,4, etc. , 011 
trouve 2 4- 3 , 2 a; — 6 x, z ii x\ ix^ — 24 
2 4- 48 AC* , 2 a;^ — • 96 AT^, etc. ; ce sont les termes 

successif de la série récurrente. 

9 1 . On a donne à ce terme quelconque d’une série 
le nom de terme général. Ainsi , pour trouver le terme 
général d’une série récurrente , il faut, i“. chercher la 
fraction rationelle dont elle est développée; 2°. décom- 
poser cette fraction rationelle en ses fractions binômes ; 
3°. développer ces fractions binômes en séries géomé- 
triques ; 4°. chercher le terme général de chacune des 
séries géométriques : la somme de tous ces termes sera 
le terme général de la série récurrente proposée. 

Mais comment, étant donnée une série récurrente , 
peut-on remonter à la fraction rationelle dont elle est 
développée? Rien de plus simple , lorsqu’on connoîtra la 
relation entre les termes de la série. Si cette relation est 
telle que l’on ait c U 4- /T -f- ^ S 4- à R 4- etc. =0 , 
la fraction rationelle aura pour dénominateur e-\-fx 
4- ^ AC* -\-h x^ -4- etc ; et , si on représente le numérateur 
par a-\-bx-\-cx^-\- etc. , on aura en outre 

a = ek,b—fk'^ eB,c=:^A4-/B 4-<rC, 
d=h h -4- ^ B 4- 4~ e D , etc. 

92. Nous ajouterons un exemple aux précédens , et 
nous demanderons le terme général de la série 

I 6x-*r iz X* — 48 AT^ 4-1 20 X * — etc. 

Ona 120 — 48 — (ÎX 12 = 0,48 — 12 — 6X6=0, 
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et en général U-+-T — 6 S = oila fraction derhaii- 
dée-a donc pour dénominateur i a: — 6 x^. On trouve 

ensuite a = i , ^ == i — <> = — 5 > ^ ^ ^ 

_|_ 1 1 = O , et ceux qui suivent nuis , comme le pré- 
cédent ; la fraction a donc pour numérateur i — 5 x. 
On la décomposera en fraction binôme , et. on ajura 


I — i y 
I y — ^ y* 

facteurs de 


=. r ( — r ^ — ') » car les deux 

I 4- a; — 6 x^ , sont i 4- j a; et i — 1 a:. 


Maintenant — i — 3 ^'“ 1 “ 9 — 2.7 At^-|-etc., 

1 «-p 3 y 

dont le terme général est + ( 3 ^ — 1 4 - a 

_q_ ^ _|_ 8 X* 4- etc. , dont le terme général est 

( Z X )“ ; donc la série récurrente proposée a pour terme 
général + f ( 3 )"■ — { ( 1 x )". En effet , on trouvera 

tous les termes de la sétie en mettant dans cette expres- 
sion O , I , Z , 5 , etc. , successivement pour n j pourvu 
^u’on ait soin de prendre le signe -4- lorsqüe n est pair , 
et le signe — lorsqu'il est impair. 


Des Nombres ordinaux. 


9 3 . Ayant une série i i a y b yC .,d, etc , j’en forme 
par addition cette autre i,(i 4 -^)> (i 4 -'t 4 -^)» 
( I 4“ O. -H b 4 “ c) J ( I "l" ^ “1“ ^ “1“ ^ > 

dont le terme du rang n , est la somme des n premiers 
termes de la première. Si je prends pour la première 
série celle des nombres premiers i , 1 , i , 1 , etc. , la 
seconde sera celle des nombres seconds ou naturels i , 
Z, 3, 4, 5, 6 y -J y etc. -y si je prends celle des nombres 
naturels , l’autre sera celle des nombres troisièmes ou 
triangulaires i,3,<j,io,i5,zi, etc. ; si je prends 
celle des nombres triangulaires , l’autre sera celle des 
nombres quatrièmes ou pyramidaux i, 4, 10, zo, 
35 ,56, etc. J de même au moyen des nombres pyra- 
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tnidaux , je forme les nombres cinquièmes i , 5 , 1 5^., 
35 > 70 , ‘i 16 > etc., et ainsi de suite. Les’ nombres 
formés de cette manière se nomment en général nombres 
. ordinaux. Ainsi le terme du rang n dé la série des 
nombres ' ordinaux de l’ordre 9 -t- i , est égal à la 
sonime des n premiers termes de là série des nombres 
ordinaux de l’ordre q \ le terme du fahg n de la série 
- de l’ordre'^ , est au terme du même rang de la série de 
l’ordre.^ -h i > comme ^ est à « — i. 

94. On voit donc qu’en nommant ji, ^3,^4, 
J 5 , etc. , les termes du rang n des suites des nombres 
seconds, troisièmes, quatrièmes, cinquièmes, etc., 
on aura iiiJj ^ : n -f- 1 5 à cause de s z = n , 

on en tire j 3 = n. On aura aussi s 3 : j 4 : ; 3 ; 

B -q- Z J, d on 1 on tire j 4 = b , 3^41^5 

:: 4 : B -h 3 3 d’où i’on tire 


J < =:b . 2-^ . . lili • etc. Il sera facile d’en 

y • 2r 5 4 

conclure que le nombre ordinal de l’ordre q et du 
rang b, esc égal à . 

11-3-1 ”4"^ ” 4" I '■•f'î — I "*l“7 — *• 

” • ”T“_ • } * 4 * î - . j 

ou qu’il est égal à 

■ g ~b * ?4~ ^ ?4~ I g-b" ~ i g+ 1 . 

S • I * ) ’ 4 •••••• ^ — J ‘ > n — 1 J 


on a donc pour la suite des nombres ordinaux de 
l’ordre q 

'■i 


^ i±J 


1 ±LI a 2±i 

• ^ — : JY* ^ — • 


L±L 

i 


tin 

4 


t±i 

) 

l±i. 


»î 


g+ » 

I 


î4-^ 

I 


î+ii 


etc. 


I 
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De V élévation aux puissances j lorsque les exposons 
de ces puissances sont des nombres entiers positifs 
ou négatifs, 

95. Les puissances successives de i — x ne sont 
autre chose que les produits successifs de i — x mul- 
tiplié une fois , deux fuis , trois fuis , etc. , par lui- 
même. On trouve par ces multiplications : 

(l X)*=I IX X* y 

( I Xy — l JAr-1-3 X* y 

( I — .V )^ = I — 4 a: -t- <> X* — 4 X* H- , etc. 

Si l’on cherche ensuite par la méthode de développer 
les fractions que nous avons exposée plus haut, les 
séries qui résultent de la division de i par 1 — x, pat 
I • — 1 X -f- X* , par I — i X 3 X* — x’ , etc. , 
bn trouvera 

('i — Ar)""'=i-|- x-H X* -H X* -h 
-h etc. , 

( I — a;)~*= i-Hzx-f- 3 x*-H 4x’H- 5x« 
-h etc., 

(1 — a:)~* = I 4 - 3 a: - h 6 x* 10 x* 4- 15 x< 
4- etc., 

( I — X =14-4x4- iox* 4 -ioa ’'+"35 ** 
4- etc., 
etc. 

où les coefhciens ne sont autre chose que les nombres 
ordinaux de tous les ordres. On en doit conclure que 

( I — X )~» = I 4 - ?x -h ç X* -h 

« . 4 ^ . 4 ^ 4 ^ . 4 ^ • *• H- MC. 

9^. Mais 
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9 ^. Mais ( I — x-y = ' ■ ; 

I -H y AT-f-^. j;* -I- etc. 

soit cette fraction = i -h A .v -f- B -H C a'J -f. etc. , . 
on aura l’éqnatipn identique 

AAT-f- B. A’*— 1— Ca^— Da^ 

-t-yA H- f 3 -t- çC 

9*^ A -h 9-^B 

-+- 9.?^.4-‘A 

^q.î±l,i±IJ±l 

/ 7 1 J 4 

4- etc. de laquelle on tire A = — q, 

8 = -îA-,.l±i = j.!^, 

C ^ B — «4^ A 4^. 

= /? in: îz2 

D = — A 

î±f. îif. î±l 

E = ^.4i.4i.?4.?^,etc. 

Donc ( I — .v)^ = qx •+■ q. 4 ^ x^—^q. lUÎ. 

4^ A^ J. 4-’. 41. 41 .. _ etc. i 

série qui se termine toutes les fois que q est un nombre 
entier positif j lorsque 5 = 5 , elle est 

i 

I 5 A 4- I O A* I O A^ 4- 5 ^ A^. 

Mais si l’on y fait q négatif, on trouve la série du 

F 
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n°. précédent , qui nécessairement est une suite infinie. 
On peut parvenir au même résultat par les combi- 
naisons , et il n’est pas inutile de voir les choses sous 
difFérens points de vue. 

97. Deux lettres , a , i , peuvent s’écrire de deux 
manières différentes , a b y ba : trois lettres , a, b y Cy 
s’écrire de six manières ; car , c pouvant occuper trois 
places différentes dans a b et ^ a , on aura abc y ac b y 
caby bacy bca^ cba : quatre lettres, by c, dy 
s’écrire de 24 manières j car d peut occuper quatre 
places différentes dans chacune des six combinaisons 
précédentes. On verra aussi aisément que cinq lettres 
peuvent s’écrire de 5 fois 24, ou de 120 manières 
différentes ; que six lettres peuvent s’écrire de 6 fois 
120 ou de 720 manières différentes , et ainsi de suite. 
Ainsi , la combinaison deux à deux de n lettres doit 
être divisée par 2 , si dans, le problème on ne met 
point de différence entre a b ti b a ’y la combinaison 
trois à trois doit être divisée par 2. 3 , si on ne met 
pas de différence entre abc, acb y etc. Dans la même 
supposition, il faudra diviser par 2. 3. 4, la combi- 
naison de n lettres quatre à quatre ; par i. 3. 4. 5 , la 
combinaison de n lettres cinq à cinq 3 par 2. 3. 4. 5. 6, 
la combinaison de n lettres six à six , et ainsi de suite. 
Cherchons maintenant de combien de manières on peut 
combiner n lettres deux à deux , trois à trois , quatre à 
quatre, etc. 

98. Chacune de ces lettres ne devant pas être com- 
binée avec elle-même , ne peut l’être qu’avec les « — i 

autres^ d’où il résultera n. n — i combinaisons deux 
à deux. Lorsqu’on combine les n lettres trois à trois , il 
faut que chacune des' combinaisons deux à deux soit 
combinée avec chacune des lettres qu’elle ne renferme 
pas , c’est-à-dire avec n — 2 lettres , ce qu'i doit donner 

n. n — I . n - — 2 combinaisons. On trouvera , par 
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DE l’Analyse mathématique. Jj 
•on raisonnement semblable, qu’en combinant « lettres 
qua^à quatre , il en doit résulter n. n— i. 

3 - combi naisons; qu’il en doit résulter n.n—x, 

" î — 4 > en les combinant cinq à 
cinq, et ainsi de suite. Mais si, dans le nombre 
des combinaisons , on doit regarder comme étant les 
memes celles qui ne different que par la position des 
lettres dans un même produit , on aura n. 

-j-> etc. , pour les nombres qui expriment de combien 

de manières on peut combiner n lettres deux à deux 
trois a trois , quatre à quatre , etc. * 

99« Cela posé, soit un nombre n de facteurs 
le produit (j:-f-a)(;e-h^)E =5 

Jf* -h fl . a: + a 


le produit (a: -ha) (^-h^) (A--hc)=» 

""h <2 • ^ “+~ ah . X -h abc y 
“h b -Jf-ac 

H- c “h^c 

le produit (a: -h fl) {x-^b) (ar-hc) (a:-h<É) = 
O . x^ ab , x^ abc , X ^ ab cdi 

~h ^ -h^rc -\~abd 

-h c -h<r</ -\-acd 

-h </ -\-'bc -^bed ^ ' 

-^bd 

. -'+■ c d ' < , 


F 2 
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^ sans pousser plus loin ces calculs , on doit voir que le 
produit de tous les facteurs aura pour premier terme, ar 
élevé à une puissance marquée par le nombre des 
facteurs ou at“ ; qu’il aura pour second terme , 
multiplié par la somme des lettres a, b, c, d, etc.; 
■ pour troisième terme , x” ~ * multiplié par la somme des 
produits des mêmes lettres deux à deux ; pour quatrième 
terme, par la somme des produits de ces lettres 
trois à trois ; pour cinquième terme, par la somme 
des produits cinq à cinq , etc. 11 suit de là que si tous 
ces facteurs sont égaux , on si a=:b=c = d, etc. , 
on doit avoir ( -4- )” égal à une suite de termes dont 
le premier est x* ; le second , multiplié par a pris 
n fois , ou «û AT"""' ; le troisième, a:" multiplié par 

pris n. fois , ou n. x”~* , puisque n lettres 


multipliées deux à deux ne peuvent donner que n. 
produits différens; le quatrième, AT" multiplié par a* 


pris n. 


fois , ou n. 


) ' 1 J 

ainsi de suite. Donc ( at + a )’ = a:" n a a:‘ 


— et 



û* a;" 


2 


- 1 - 



1 




1 


a"-* x* -1-/2 a"- ' a: - h a". 


De l'extraction des Racines des quantités numériques. 

loo. La démonstration précédente est fondée sur la 
supposition que n est un nombre entier posinf, 11 faudra 
résoudre le problème pour toutes les valeurs de n. 
Mais nous croyons nécessaire de nous arrêter un 
instant à l’extraction des racines des quantités numé- 
riques. 

Si on proposoit d’élever le nombre 47 au quarré , 


DE l’Analyse mathématique. 85 
on le regarderoic comme composé de deux parties » de 

quatre dixaines et de sept unités j 
et son quarrré seroit composé du 
quarrédes dixaines , ou de 1 <j suivi 
de deux zéros , du double des 
dixaines par les unités , ou de 5 (î 

suivi d’un zéro , et du quarré des unités , qui est 49 : en 
ajoutant ces trois quantités, on trouveroit zzo9 pour 
le quarré de 47. , 

Réciproquement pour extraire la racine quarrée de 
1109 > on mettra, comme on a fait pour la division , 


“t/ 


1600 

5fi'o 

49 


1209 


un crochet à la droite du nombre 
proposé, et on tirera une barre 
norisontale , au-dessus de laquelle 
on écrira les chiffres de la racine 
à mesure qu’on les trouvera. Cela 
fait , comme le quarré du nombre 


îi|°9 
itî I 
6oÿ 
609 
o 


47 


87 


des dixaines doit avoir deux chiffres à sa droite, on 
séparera par une barre deux chiffres de la droite du 
nombre proposé , et le quarré du nombre des dixaines 
sera le plus grand quarré contenu dans les chiffres situés 
à gauche de la barre. On dira : te plus grand quarré 
contenu dans 22 est i(j , dont la racine est 4 j ôtant 
I (> de 2 2 , il reste 6 , auprès duquel on descendra les 
deux nombres qui sont à la droite de la barre, et ^09 
renfermera le double des dixaines par les unirés , plus 
le quarré des unités. Mais le nombre qui exprime le 
doubl^^es dixaines par les unités doit avoir un chiffire 
à sa droite \ il est donc compris dans 60 , qu’il faudra 
diviser par le double 8 du nombre des dixaines pour 
avoir les ùnités. On écrira 8 au-dessous de la ligne 
horisontale ; et ayant divisé 60 pat 8 , ce qui donne 7, 
on mettra 7 à la racine au rang des unités , et au-dessous 
de la ligne horisontale à la droite de 8. On multipliera 

F 3 


/ 


i 
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87 par 7 , et si ce produit est exactement égal à 6oç) 
le nombre 47 sera la racine quarrée demandée. 

Si' j’avois eu à extraire la racine quarrée de zzio j 
j’aurois trouvé un reste i , ce qui m’auroit fait voir qqe 
le nombre proposé n’est pas un quatré parfait. On ne 
peut en avoir la racine que par approximation , au 
moyen de décimales , comme on a fait pour la division j 
toutes fois avec cette différence qu’il faudra métré deux 
zéros à la droite du reste pour avoir une décimale à la 
racine , quatre zéros pour en avoir deux , six pour eri 
avoir trois , etc. j toujours par la raison que le quarré 
du nombre des dixaines doit avoir deux chiffrés à sa 
droite , que le quarré du nombre des centaines en doit 
avoit quatre , etc. 


iz|io \ 47,oio(>. 


16 ( 

610 
609 
10000 
9401 
5990000 

j^ 4 i 25 t> 

5487(^4 


87 


9401 

940 io<j 


Pour avoir des dixièmes , je mets deux zért» à la- 
droite des I j et, parce que le nombre qui expr^e le 
double des dixaines par les unités doit' avoir un chiffre 
à sa droite , i o doit être divisé par le double de 47 , ou 
par 94. Le diviseur étant plus grand que le dividende , 
on écrira o à la racine , ce qui fait voir qu’elle ne doit 
pas contenir de dixièmes. Pour trouver les centièmes , 
on mettra deux autres zéros à la droite de i , on divisera 
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looo par 940, ou 100 par 94 j ce qui donnera 1 , 
qu’on écrira à la racine et au-dessous de la barre hori- 
sontale à la droite de 940. On multipliera 940 1 par i , 
et oh retranchera le produit de 10000 j ce qui donnera- 
un reste 599 , à la droite duquel on mettra deux zéros 
pour avoir les millièmes. On doublera 4701 -, et, comme 
ce double 9401 ne peut pas être contenu dans 5990, 
on mettra o à la racine. On procédera ensuite à la 
recherche des dix-millièmes , et pour y parvenir on 
mettra deux autres zéros à la droite de 5 99 i on divisera 
599000 par 94010, ou 59900 par 9401 j ce qui 
donnera 6 pour le nombre des dix - millièmes de la 
racine. On écrira aussi 6 sous la barre horisontale à la 
droite de 94010 j et , le produit de 9410(1 pat 6 étant 
ôté de 5 990000 , il testera 3 487(54 , à la droite duquel 
on mettroir deux zéros si l’on desiroit une décimale de 
plus à la racine. 

loi. On propose pour second exemple d’extraire la 
racine quarrée de 5 , et de pousser l’approximation 
jusqu’à la septième décimale. 

5|oojoo|oo|oojoo|oo 

100 
84 
\6oo 
1319 
17100 

3040000 
1683136 
3 5676400 
3 1304889 

437151Ï 


1,136067 


4 ^ 


44 î 


44 ^(> 


447106 

4471117 
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On trouveroit pour septième décimale 9 j aifisi nous 
arrêtant à la sixième, nous prendrons 2,23(3068 pour 
la racine de 5 la plus approchée , lorsqu’elle ne doit 
comprendre que six décimales. En multipliant cette 
racine par elle- même, 011 trouve 5,000000100624 
qui diffère bien peu de 5. On peut donc au moyen des 
décimales ap|. rocher de îa racine qiiariée d’un nombre 
aussi près qu’on voudra. De plus , toute fraction décimale 
pouvant être réduite en fraction continue ( 11°. 7 r et 
suivans), lorsqu’on auia la racine approchée d’un 
nombre en fraction décimale, on pourra toujours la 
convertir en fraction continue. 

102. On demande le cube de 47 , considéré comme 
composé de deux parties , de quatre dixaines et de 
sept unités. Ce cube comprend, le cube des dixaines» 
ou 64 suivi de trois zéros ; le 
triple du quarré des dixaines 
multiplié par les unités, ou 336 
suivi de deux zéros; le triple 
des dixaines par le quarré des 
unités , ou 5 8 8 suivi d’un zéro ; 
enfin , le cube des unités , ou 
343 : la somme de ces trois quantités, ou- 105823 
est le cube de 47. 

Réciproquement , pour extraire la racine cubique 
de 103823 , on mettra un crochet à la droite du 
nombre proposé , on tirera 


47 

64000 
3 3600 
5880 
543 
^823 


10 


ensuite une barre horisontale 
au-dessus de laquelle on 
écrira les chiffres de la racine 
à mesure qu’on les trouvera. 
Et comme le cube du nom- 
bre des dixaines doit avoir 
trois chiffres à sa droite, on 
séparera les trois chiffres 8 2 3 
par une barre verticale. On 


103 823 ^ 47 


64 

3 3600 
5880 

i_±l^ 

39823 

00000 


( 48 
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cherchera le plus grand cube contenu dans 103 : ce cube 
est (j 4 , qui a pour racine 4 , qu’on écrira à la racine ; 
on ôrera 64 de 103 , et on aura un reste 39 à la 
droite duquel on descendra 813. Alors 39813 com- 
prendra le triple du quarré des dixaines par les unités, 
le triple des dixaines par le quarré des unités, et le cube 
des unités. Le triple du quarrç des dixaines par les unités 
devant avoir deux chiffres à sa droite , sera compris 
dans 398 3 on divisera donc ce nombre par le triple 
du quarré des dixaines , ou par 48 , pour avoir 
les unités. Le nombre des unités se trouve être 7, 
qu’on écrira à la racine. On multipliera 48 par 7 , 
et on aura 33^, qu’on écrira dessous 39813 , en 
laissant deux places à droite 3 on multipliera le triple 
des dixaines 1 1 par le quarré des unités 49 , et on 
aura 588, qu’on écrira dessous 39813, en laissant 
une place à droite 3 on élevera les unités au cube , et on 
aura 343 , qu’on écrira dessous le même nombre sans 
laisser de place à droite ; on ajoutera ensemble les trois 
nombres qu’on vient d’écrire 3 et, comme la somme 
qu’on trouvera est exactement 39813 , on sera certain 
que 47 est la racine du nombre proposé. 

S’il y avoir un reste , on mettroit à sa droite trois zéros 
pour avoir des dixièmes à la racine, six zéros pour 
avoir des centièmes, et ainsi de suite. 

103. Nous demanderons encore de trouver la racine 
cubique de 9 avec quatre décimales. 


s 
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$|ooo[ooolooo|ooo 

8 ~ 
lOOOOOO 

960000 1197910000 

38400 

99891 1 

1088000000000 

1038336000000 
39936000 
5^2 

1038375936511 

49614063488 

S’il s’agissoit d’une racine quatrième , cinquième , etc. , 
l’opération se feroit de la même manière, au moyen 
des formules qui résulteroient de l’élévation àe a b 
à la quatrième pui^ance , à la cinquième puissance , etc. 
Mais nous allons présenter le problème sous un autre 
point de vue. 

1 04. Soit un nombre composé de deux parties , 

172 et « , soit aussi 772 72 , on fera -^ = x , et 

771-4-72 = 772(1-4- x). La racine quarrée de ce nombre 
est y/^ y/i -f- * j pour trouver y/i -|-x , on fera usage 
de la méthode des indéterminées , qui abrégera beau- 
coup le calcul. On supposera 

y / 1 - 4 - x'= I -4-AAr-4-Bjf*-4-Ca:’-4-Da:'‘-4- etc. , 


1, 08008 


II 


1 100 


/ ' 


Digi'!>*'d by 



DE l’Analyse MAxHÉMAtiQUE. 91 

St élevant les deux membres au quarré , on aura l’équa- 
tion identique 

• î L A ar-h i Bar* zEa:' 
■“'I “f* A* "4~ 1 A B ■+• Z A C — H Z A D 

- 4 “ B* H- Z B C } 

-4- etc. = O , 
de laquells on tirera 

Z A I = O , Z B — |— A* O J C —H A B =î O ) 

Z D -f- Z A c B*= O , E A D -4- B C o , etc. 
et par conséqueût 

A = i,B — C=ïrj, D=i=--^ ,E = j^5,etc. 
On dura donc ■ 

Pour trouver la racine quàfrée de 5 , on fera dans 
cette formule ot e= 4 , a = i , et On aura y/5” a=z- 4 *- 

de ces six premiers termes est z -f>- > qui , réduite 

en fraction décimale, donne ZjZjtfoy , laquelle ne 
diffère de celle trouvée { n° 10 1) qu’à la cinquième 
décimale ; elle différeroit moins si nous avions pris un 
plus grand nombre de terme» de la série. 

105. On popose d’extraire la racine cubique de 

î. K— t 

m -4- n. On aura \ m -+- « =± \ m \ i x. On 
fera , 

y/ 1 — 4 - a: = 1 - 4 - Ajc- 4 -Bx*- 4 - Ca:’ 

-h etc. ; 


1 

1 


i 

i 

,1 

i 


I 
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et, élevant les deux membres au cube, on formera 
l'équation identique 

3 Aa: - h 3 Bx*-h 3 Cjf’-f- 3 Dx^-i- 3 EA:* 
■ — ' I - 3 — 3 A* — |— (> A B "-H ^ A C " 4 “ <> A D 
- 4 - A} 3 B^ — 4 " ^ B C 

—H 3 A* B ' —H 3 A* C 
-4-3AB» 

-4- etc. = O , 

de laquelle on tirera ces équations particulières , 

3A — i = o,Bh-A* = o,3 C + ^ AB-4-A^=o, 
D —4“ 2 A C B* -4“ A^ B = o , 

£-{-iAD-4-2BC-hA*C-4-AB* = o, etc.. 


partant 





9 - 9 


etc. 


D;= 


10 


On aura donc pour la racine cubique de m n, 


? 



Pour trouver la racine cubique de 9 , on fera dans 
cette formule m = S, n =■ i, et on aura 


h-Ht- 



10 


IL 


— etc. ). 


On trouve pour la somme des six premiers termes de 
cette série , 2 H- > réduite en fraction 

décimale, donne 2,08008 
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De V élévation aux puissances , quels que soient les 
exposans de ces puissances. 

, lots. Nous voyons déjà que le problème dépend 
de pouvoir élever une série de cette forme, 

I -h Aa:-+-Bjc*-|-Cxî-|-D^H- etc. , 

à une puissance qui soit un nombre entier positif. Solt/2 
ce nombre , faisons aussi 

A-|-BA;-l-Cx*-h -f- etc. ~u ; ^ 

on aura à développer ( i H- jfa j". Or, nous avons trouvé 

( 99 ) > 

( 1 X u)" = 1 n X U n U* 

n — I n — i « } , n— -I n— « 

a .-p- x^ -i-.n x^ U* etc.i 
de plus 

tt* = A* 4 - zABa'H- 2 ACj:* - t-i ADx*-+-etc., 
-+- B* h-zBC 
«^ = A^ -f- 3 A* B X -H 3 A* G -h etc. , 

+ 3AB^ 

L* = A"* - 4 - 4A’B^ -h etc., ■ ■ 

= A^ + etc. J 
etc. 

'donc (i -+■ A.X 4- Bx* 4 - Cx’ 4- Dx< 4- etc.)’ = 
I 4 -nAx 4 -(/iB 4 -n. ^^-7^ A*) X* 4- (/1C4- 

A’) xî 4- (nD 4 - 


n. - — î 2 A B 4“ n- 


n — X n — i 
» } 

„.5 :pI(iAC 4 -B‘) 4 - A*B 4 - 

n — I n — 1 n — j 


^ A^ X 4 4- («E 4- 


/ 
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a (AD-hBC) + /7.^ . ^ 3 (A’-C + AB*) 


4 -/ 2 . 

n — i n — 4, 


n — I B — 1 n — } 


4 A’B 


n. 


n — 1 
3 


Aï) a:^H- 


«c. 


107.' Cela posé, /» étant un nombre entier positif 

ou négatif, on demande de développer ( i -+- ^ )~ en 
une série de cette forme 1 4- A a: - 4- B x' 4- Cx^-t- 
D x< 4- etc. On aura (i4-x)'"=(i-|-Ax4-Bx* 
4- C x* 4- Dr* 4- etc. 


Mais ( n®'. 535 et 9(? ) /n étant positif ou négatif, 

( 1 4” X )'" a=p I 4“ //2 X 4* ///. ~~ X* 4- /n. - 


nît— I m — 4 . 


m. 


TB — 1 m » TB 4 r , 1 » 

—J — . — — . — ^ X’ 4- etc j on aura donc , a cause 

de l’identité des deux membres de l’équation (14-^)*“ 
= ( I 4“ A X 4- etc. )" , 

n A =X.m , /2 B 4- /!• A* = /72. , /2 C 4- /2. 

iAB4-«."-^.=^'Aï=://7.=f-’ ,'îL:ii,„D4- 


m — I m — 1 
) 

n. (1AC4-B*) 4 - n. J A’ B 4- 

B I B 1 B ^ Tïl ^ * ”* ^ * 

i ‘ 


n. 


4 » 


nE-hn.”-^ 1 (AD4-BC)-f./2,i4^.^" 
3 (A*C 4 -AB*) 4 -//.^ , 4 Aï B 4- 

B I B Z B î B 4 «, m I TB t 

—7^ • -^7— • • • f " — HT' * • 


1 3 

TB } Bl 4 

‘ f 


, etc. 


♦ 
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On tire de ces équations A = , B = , 

^ ^ m — n n \ — i« m m «m — inm — jn 


! D = -.— 

’ ni 


E = 


in jn’ n in 

»» m — n m — lit m 3n m — 4« 


} » 


4« 


n 1 n 


J n 


4 » 


I n 


, etc. 


io8. Pour élever p q k la. puissance on 
fera ^ z= x , on q z= p x : et si , pour abréger , 

on désigne par M , N , P , Q , R , etc. les termes 
successifs de la série qu’il s’agit de trouver, on aura 

{p-hpx)~ =p~ -i-^Mx+ 


Vx 


m — î n 
4« 




Kx 
1 « 


■ etc. ; 


c’est sous cette forme très-simple que ce théorème a 
été donné par Newton. Lorsque l’exposant ne sera pas 
un nombre entier positif , la série ne pourra se terminer, 
et il suffira pour qu’elle soit convergente de prendre 
, ce qu’on pourra toujours faire. 

109. On propose d’élever à la puissance — une suite 

p-\-q-\- etc., ou r,r'> 5, etc.; 

on supposera y = = = y etc. , 

et on aura à élever à la puissance * 

P { 1 -\-x-\~ax^-\-bx^-\- etc. ). On fera i a x 

b x’’ cx^ etc. = , et cette puissance sera 


— n m — t * 


5 » 


r , m i rn m — n , , . ^ « — n 

nV I I H ^ ? H — . X X — • 

P L . n ^ 71 t n t’n i n 

où il faudra mettre pour etc., leurs valeurs. 

Ces substitutions faites , on aura 
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,ï-”)*' + {f “^ + v 


• n .mm- 

— I a -\ .— 


. « m — i n . 




m m — A m — i« 


m m — n. 


— 3 ^ — • — 

rt * A I 


m^in m — jn 


$ « 


7^)^“ + etc.]. 


Nous ferons sur cette formule la même remarque que 
sur les précédentes ; elle aura un nombre fini de termes , 

toutes les fois que ~ sera un nombre entier positif. 

Lorsque p <l "H- r -|- j -+- etc. , sera une suite 
infinie , la formule dont il s’agit donnera la suite infinie 
qui en est la puissance, quelle que soit cette puissance. i 


De l’extraction des Racines des quantités en partie 
commensurables et en parue incommensurablef. 


Il O. On appelle incommensurables toute quantité 


telle que R~ ou y/R« qui ne peut prendre une forme 
rationelle qu’étant développée en suite infinie. 

Pour tronver la racine quarrée du binôme A \/W, 
dont le second terme est incommensurable , on supposera 
cette racine = y/T -+- y/ÿ~, et on aura A -f- \/F = x 
y 1 \/xy- Mais x et y étant indéterminés , je 
puis partager comme il me plait l’équation précédente , 
et former ces deux-ci \ k = x + j , = i y/Tp 

ou B = 4 xy. Ces équations donnent = A — x,' 
et pour déterminer x l’équation du second degré 

B • 

X* — A.v = — — , de laquelle on tire ( n°. 51),- 


^ 

X 


V'a^ — B A 7- 

i *■' 1 1 


où , si l’on convient de donner le signe -H au second 

terme 
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terme de la valeur de x, on donnera le signe — • au 
Second terme de valeur de^, et on aura 

\/a + \/b = [ \/a+ + 

Y/a~v/â^b]. 

La solution seroit illusoire, et nous aurions répondu 
que la racine quarrée d’une quantité en partie commen- 
surable et en partie incommensurable, esc la racine 
quarrée d’une quantité en partie commensutable ét en 
partie incommensurable , si A* — B n’étoit un quatré 
parfait. Or , il est un quarré parfait ; car on a A* = A* 
-+* 4 xy ySZt retranchant la seconde 

équation de la première. A* — B = a:* — i. xy > 
dont le second membre est évidemment un quarré partit. 

Je prendrai pour exemple i z + a y/Ts- Dans ce cas ^ 
A = I2,B=140,A* — B = 4} partant 

y/ ii-l- 1 y^= — V^ 7 ’+'V^Î* 

Nous remarquerons que de 


V /7 = 




on ure 


V’‘ ~^Vy ~ 


\/a- - h 
■ y/~ 




V 1 V^A _ yA‘-^ 


que de y/jT = - " > on tire y/x -f- = 

+■■ ^ . 
Vt Vi \/A-fV'A‘-B 

..... . .1 I 

G 
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et nous ferons souvent usage de ces sortes de trans- 
formations. 

III. Pour trouver la racine cubique de A 
on supposera \/ A -4- \/ B = a; -\-y , 

^ — J > 

Mais 


A-h\/li — x^-h } xy ) xy -hy^, 

A — — x ^ — 3x^y-^ 3 3 

on en tire , en ajoutant ensemble ces équations » 
retranchant ensuite la seconde de la première. 


A = + 3 xy\ y/u = 3 x^y ~{-yK 


Donc a;' 


V»-y* 

iy *y — }^ » 


en substituant successivement ces valeurs dans l’équation 

;e*— ^»=; \/a’ — B, il en résulte deux équations 
du troisième degré, 

4 AC? — 3 AC y^ A* — B = A , 

4^1.4. y/ A» — B = y/B”, 


3 ui renferment les valeurs de x et y. Mais il suffira 
e résoudre une de ces équations , car l’une des 
quantités a; ou ^ étant déterminée , l’autre le sera 
fociiement. _ 

Nous prendrons pour exemple 7 - 4 - 5 \/a » 
nous “demanderons la racine cubique. Nous aurons 
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A= 7 ,B=: 50 ,A* — B= — i,\/ A» — B=: — I, 
et les deux équations du troisième degré, 

4 jfî -4- 3 X == 7 , 4JÎ — 3;^ = 5 
En leur donnant la forme suivante , , - 


7 S V ^ 

X 4:f‘q> J ^ y ' 4>’- — I * 


je vois que le problème est réduit d prendre pour x un 
nombre tel, qu’en divisant 7 par quatre fois le quarré 
de ce nombre' augmenté dé trois unités , on ait au 
quotient le même nombre. Si je prends j: = i , j’aurai 
4 AT* -H 3 = 7 } et k condition , pour que la valeur 
prise pour x soit la racine de l’équation du troisième 
degré, est satisfaite. En prenant y = \/T, je trouve 


— 2 , qui me fait voir aussi que la valeur 

prise pour J est la racine de l’équation du troisième 
degré qui renferme cette indéterminée. 

1 1 Z. Ainsi , l’équation définitive étant x*— 


on 'en tire x = mutes les fois qu’on pourra 

trouver un quarré , duquel , retranchant p , on ait un 
reste qui divise exactement q , et donne au quotient 
la racine de ce quarré , cette racine sera aussi la valeur 
de AT. Lorsque cette valeur de x doit être rationelle, 
le calcul n’exige pas un très-long tâtonnement, comme 
on le verra dans les exemples qui vont suivre; 

Soit AT’ — 1 9 AT -H 3 0 = 0, on en tirera A 

3 'essaie successivement les quarrés i,4,9,i(i,a5 

et prenant d’abord 4, j‘ai a:* — 19 = — 15, qui 
divise exactement 30 , et donne aù quotient a 

G 1 
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racine quartée de 4. Donc 1 est une valeur de x. Je 
prends ensüite 9 j et parce que — 19 — — i ° divise 
exactement — )o et donne au quotient 5, racine quatrée 
de 9 , je vois que 3 est une seconde valeur de x. En 
prenant i ^ , on trouve 16 — 19=^ — 3 , qui divise 
exactement — 30 3 mais comme le quotient 10 n’est 
pas la racine quatrée de 1 6 , cette supposition ne satisfait 
pas à la question. 11 en est tout autrement de 15 , 
qui donne x* — 1 9 = 6 j car ^ divise exactement 

— 30 , et donne au quotient — 5 , qui est une des 
racines de 25. Donc — 5 est une troisième valeur 
de X. Les autres quarrés que je puis essayer ne satisfont 
pas , et je n^ trouve que ces trois valeurs de x , 
X = 2 f X = 3, X = — 5; il en résulte auffi que le 
qyatrinome — 1 9 x 3 o est le produit des trois 
hcteurs (x — 1) (x — 3 ) (^ -h 5 )• 

Soit encore x^ — i93x = 1008, d’où l’on tire 

x = En essayant les quarrés 49, 81, 256, 

on trouve pour x* — 193 ces trois nombres — i44i 

— 112,^3 qui divisent exactement 1008. Les quotiens 

— 7, — 9, 16 étant les racines de 49, 81, 25 <j, 
il s’en suit que ces trois valeurs de x , x — — 7 , 
X := — 9,x = i(S satisfont à l’équation du 3® degré , 
et en même temps que le quatrinomex^ — 19 3 x — 1008 
est le produit des trois facteurs 

( X -h 7 ) ( AT -H 9 ). ( X — 16 ). ^ 

113. L’équation x’ — 320X — 2541 , donne 

X = Ee seul quarté 44 1 , dont la racine est 

Il , satisfoit. On en tire x* — 3 20 = 1 2 1 , qui divise 
exactement 2541, et donne 2 1 au quotient. N’y au- 
roit-il d’autres valeurs de x , que x = 2 1 , qui satis- 
fassent à la proposée ? Mais je puis trouver les deux 
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autres facteurs du quatrinome — ■ 310 — 1541 > 

en divisant ce quatrinome par a: — 11. 11 vient au 
quotient at* -f- z i a: + 1 1 1 > lequel trinôme n’a peur 


_ ^ 

faaeurs binômes (n° 52) que a:-!-^ -f. y'— i. 

Ainsi , l’équation du troisième degré dont il s’agit 
n’a qu’une seule racine réelle, a:= z i j les deux autres. 



sont imaginaires. 


Les équations du troisième degré qui n’ont que 
deux termes, et qu’on peut représenter par a;’ ^ j i 
sont toutes dans ce cas-là. En effet, en divisant a:^ ~ 3 

î 

par X — \/^> trouve au quotient < ' ' • ' , ‘ 


Or , l’équation du second degré Af* -h at =r "“,V ‘C 

étant résolue, donne \ • 



— ^ ± ^ - î = — ^ } ) > 

où est une quantité imaginaire. 11 est donc clair 

que x^=i q n’a qu’une seule racine réelle x =: \/~q , 
les deux autres sont imaginaires. Mais , sans nous 
arrêter plus long -temps à-'des cas particuliers , nous 
allons nous occuper de la théorie generale des équations , 
l’une des plus importantes de toute l’Analyse mathé- 
matique. 

G , 
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TROISIÈME PARTIE. 


' la résolution des Equations déterminées. 

■i 

s avons vu que de la multiplication d’un 
nombre n de facteurs x-+-a,.v+^,ar4-c, etc. , 

il de voit résulter un multinome 

- \j • 

I 

x" P -h a, 

où P est égal à la somme des lettres a -4- é + c -H cf 
-f-etc. , q à la somme des produits ab ac bc 
, . - -f- etc. de ces lettres multipliées deux à deux , r à la 
somme abc abd bed + etc. de ces lettres 
aiultipliées trois à trois, et ainsi de suite jusqu’au dernier 
' term^e « , qui est égal au produit de toutes les lettres. 
En égalant un des facteurs quelconque à zéro, on 
rendra le multinome nul ; réciproquement , ayant 
l’équation 

x” -4- px’''~'^ -{-qx’‘~*-\-rx ’‘~^~\-. . . . .-4-a = o, 

si on parvient à décomposer son premier membre en 
facteurs binômes x-4-a,x-4”é,a:H-c,A: -|-<^,etc., 
chacune des valeurs de x tirées de.v-4-û = o,ar-4-^ 
= o.,,jc4-c;=?o, X d— etc., satisferont à la 
proposée , et en seront les racines. Ces racines étant 
— :<!, — é, — c, — d, etc. , il est clair que p , ou le 
coefficient du second terme d’une équation quelconque, 
pris avec un signe contraire , est égal à la somme des 
racines ; que q est égal au produit des racines multi- 
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pliées deux à deux j que r, pris avec uii signe contraire 
est égal au produit des racines multipliées trois à trois , 
et ainsi de suite, jusqu’au dernier terme u , qui est égal 
au produit de toutes les racines , étant pris avec le 
même signe , si a est pair , et avec un signe contraire , 
si n est impair. 

1 1 5 . Mais §i toutes les racines doivent satisfaire à 

l’équation proposée , chacune d’elles sera donnée par 
une équation de la forme de cette proposée. En effet , 
ces racines étant représentées par a, c, i/,^etc. , 
lorsque n = 3, on a — p^a-\-b-\-c^q = ab 
H- ifc -t- bCy — r = abc ; partant — pa* == a* 
”4“ cP b cP c y q a = à’’ b — j— a* c — f— abc., — f abc. 

On tire de ces équations + p a* -4- y a -f- r = a* 

— a* — tPh — cP c-\- àJ-h -+-a^c-|- abc — abc 
= o , équation de la forme de la proposée. En opérant 
de la même manière sur 3 et c, on obtiendra des 
résultats semblables. 

Lorsque 72 = 4; on a — p a b c d y 

q = a b - 4 -ac-}- ad -J- bc-\-bd cdy — r = abc 
-f- abd acd b cdy s =3 ahcd ; partant — pa^ 
= a^ + a*^-4-a*tr + a} dyqa^ — aH ~\^a^ c -\-a? d 
(P b c (P b d “4— a^cdy — r a = d?' b c —f- cP bd 

cd-{-ab c dyS=ab cd. On’ tire de ces équations 
-4- pa} + ^a*-4- ra + j = a^ — a * — a} b — ^ a} c 

— a} d -4- a^ b -4- a} c -4- a} d -4- a^bc çdbd 
(Pc d — cPbc — (P bd — d?- cd — abcd-^abcd 

= O , équation de la forme de la proposée. Il n’est pas 
nécessaire de pousser plus loin ces calculs pour se 
convaincre de la vérité de la proposition énoncée. 

116. On voit avec la même évidence que, lorsque 

les racines sont toutes positives , les termes de l’équation 
ont alternativement les signes -4- et — 3 que tous les 
termes ont le signe , lorsque les racines sont négatives. ^ 

On en conclut qu’autant de fois, les signes changent , 
autant l’équation a de racines positives , et qu’autant de 

G 4 
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fois les mêmes signes se succèdent, autant elle a de 
racines négatives. 11 ne s’agit dans ce moment que de 
racines réelles, nous nous occuperons plus loin des 
racines imaginaires. Je prendrai pour exemple l’équation 
du sixième degré 

AT* — — 17 -h 15 a;’ -î- 194 a:* — 144 ac 

— 188 = O , 

qui a trois racines positives 1,3,4, et trois racines 
négatives — i , — 3 , — 43 aussi le premier terme et 
le second , le troisième et le quatrième , [le cinquième 
et le sixième , ont -ils des signes diiFérens 3 aussi le 
second terme et le troisième, le quatrième et le cinquième, 
le sixième et le septième, ont-ils les mêmes signes. 

Si les changemens de signes viennent des racines 
positives , et les permanences des racines négatives , en 
multipliant une équation par un binôme tout positif, 
tel que .v -t- 5 , il y aura autant de changemens de 
signes dans le produit qu’il y en a dans la proposée ; 
au contraire, si on la multiplie par x — S > il y aura 
autant de permanences dans le produit que dans la 
proposée. Je multiplie l'équation du sixième degré , 
successivement par a: H- 5 et par a: — 5 > et il nie 
vient les équations du septième degré 

a:’ -f* 4 — 3 X ar’ — 1 1 o ar’ ■+• 3 1 9 a:^ -h 8 x* 

— 1008 X — 1440 = O , 

Ac^ — <>ai* — zz a;^ - h 1^0 H- é’9 Af^' — XI14X* 
4 - 43 Z Af -h- 1440 = O , 

dans la première desquelles il y a autant de changemens 
de signes , et dans la seconde autant de permanences 
que dans l’équation du sixième degré. Ce théorème 
nous sera utile dans la recherche des diviseurs commen- 
surables des équations. 


( 


Digitized by Googic 


/ 

DE l’AkALVSE mathématique. I05 
J^es Diviseurs commens arables des équations. 

117. Le dernier terme d’une équation étant le - 
produit de toutes les racines , aucun nombre ne peut 
être une valeur commensurable de x dans une équation , 
qu’autant qu’il sera diviseur exact du dernier terme. On 
prendra tous les diviseurs du dernier terme, et les 
substituant successivement, tant en -|- qu’en — , au lieu 
de X dans la proposée, ceux qui satisferont à cette 
équation en seront les racines commensurables. Or , 
ce tâtonement peut être beaucoup abrégé par les consi- 
dérations qui précèdent, comme on le verra par les 
exemples qui vont suivre. 

Et d’abord pour trouver les diviseurs commensurables 
de l’équation du quatrième degré 

— x^ — 1 5> a:* -H 49 X — 30 = 0, 

|e cherche les diviseurs de 30 de la manière suivante. 
Je divise 3 o par 1 ,' et je trouve 1 5 j je divise ensuite 1 5 
par 3 , et je trouve 5 3 ayant les diviseurs premiers , 
je les combine deux à deux , trois à trois , quatre à 
quatre , etc. , pour avoir tous les autres. Dans cet 
exemple où il n’y a que trois diviseurs premiers 2,3,5, 

’ on ne peut les combiner que deux à deux, et trois à 
trois. En les combinant deux à deux , on trouve ^,10, 

1 5 j trois à trois , on trouve 303 3 o n’a donc d’autres 
diviseurs que ceux-ci ; i , z , 3 , 5 , é, 10, 15,30. 11 
faut les substituer successivement tant en -h qu’en — 
dans l’équation du quatrième degré. Mais , comme dans 
cette équation il y a trois changemens de signes et 
une seule permanence, elle ne peut avoir qu’une seule 
racine négative et trois positives. Je mets 4 - i > H- i » 
-h 3 , au lieu de x ; pat chacune de ces substitutions 
tous les termes sont détruits , et on a satisfait à l’équa- 
tion 3 j’en conclus que x =î i , .v = z , x = 3 , sont 
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trois des valeurs de x. L’équation est encore satisfaite 
par la substitution de — 5 j a: = — 5 est donc la 
quatrième valeur de x. 

118. On demande les diviseurs commensarables de 
l’équation du troisième degré 

— 34Ar+5<j = o, qui, à cause de deux 
changemens de signes et d’une seule permanence , doit 
avoir deux racines positives et une négative. Pour jr 
parvenir on cherchera les diviseurs de 5 <J , premièrement , 
en divisant 56 par z, ce qui donne 18 j en divisant 18 
par Z , ce qui donne 14 j en divisant 14 par z , ce qui 
donne 7. On trouve donc ces quatre diviseurs premiers 
Z , Z , Z , 7 , qui , multipliés deux à deux , donnent 
4, 4, 14, 4, 14, 14^ qui, multipliés trois à trois , 
donnent 8, z8 , z8 , z8 ; qui, multipliés tous les 
quatre , donnent 5 6. Ce nombre a donc pour diviseurs 
i,z,4,7,8, 14, z 8,5^. Les seuk nombres , qui , 
pris avec le signe , satisfassent à la proposée , sont : 
-h Z et + 4. 11 reste à trouver parmi les diviseurs un 
troisième nombre, qui; pris avec le signe — , satisfasse 
aussi J ce nombre étant — 7 , les racines de l’équation 
du troisième degré sont : + z , -h 4 et — 7. 

1 1 9. On peut quelquefois rendre l’opération plus 

simple par des préparations que la nature du problème 
indique. Si on proposoit x8A:^ + 7ZAr=7z8o, 
il seroit bien long de chercher tous les diviseurs de 
7 z8o. Mais parmi ces diviseurs il peut se trouver un 
nombre cube. Le nombre 8 , qui est le cube de z , 
divise 7z8o, et donne au quotient 910 ÿ or, si l’on 
fait X = z jy, a:* = 4 AT* = 8^^, la proposée 
deviendra 8j'^-+- 18 .4^*-+- 7Z . z^ = 910. 8 , dont 
on peut diviser tous les termes par 8 , ce qui la change 
en celle-ci + 18^ — 910 = 0, qui n’a 

qu’une seule racine positive. Maintenant les diviseurs 
premiers de 910 sont z , 5 , 7 , x 3 , qui , multipliés 
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4sux 4 deux, donnent 10, 14, x 6 ^ ^5, (>5, 91; 
trois à trois , donnent 70, 130,455, 1813 ainsi les 
diviseurs de 910 sont i,z,5,7,io,i5.i4,i(>, 

35 , <?5 , 70, 91 , 150, i8i, 455, 910, parmi 
lesquels il n’y a que 7 pris positivement, qui satisfasse. 
L’équation ^*4- 9 4- r 8 j = 9 1 o , n’a donc de 

racine commensurable que x = 7. Pour trouver les 
deuE autres quelles qu’elles soient, on diviseia 
4- 9>*4“ 18^ — 910 par y — 7 , et on ■ aura au 
quotient^* -h 16 y 130. Mais en résolvant l’équa- 
tion y* 16 y = — 130, on trouve y = — 8 
;+; y / — 66, c’est-à-dire, que les deux autres valeurs 
de y sont imaginaires. Nous concluons donc que 
l’équation x^4-; 18 Jf*4- 71 — 7180, n’a qu’une s 

seüle racine réelle Jf = 14, et que cette racine esc 
commensurable. 


12,0. Nous proposerons pour dernier exemple la 
question suivante. Plusieurs négocians ont en commun 
un capital de 8140 francs 3 chacun y ajoute autant de 
fois 40 francs qu’ils sont d’associés , et avec, la somme 
totale ils gagnent autant de francs pour cent, sur lequel 
profit chacun ayant pris dix fois autant de francs , 
toujours qu’ils sont d’associés , il reste 114 francs 3 on 
^ demande quel étoit leur nombre. En nommant x ce 
nombre , chacun aura ajouté 40 x francs au capital 
8240 liv., et tous ensemble ils auront augmenté ce 
capital de 40 a* francs. Avec le nouveau capital 40 x* 
4- 8240 , ils gagnent x francs pour cent 3 le gain total 

est donc 4- — r= — 4 - De cette 

somme, chacun prélevant 10 ar , et tous ensemble 10a;*, 

il restera ~ — h — 10 ac* , lequel reste est égal 

à 224. On a donc l’équation x^ — 15 a:* 4- 106 x 
— 560 = 0, dans laquelle il y a trois changemens 
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de signes ; d’où il suit que si les trois racines sont telles ? 
toutes trois doivent être positives. Si ces trois racine» 
sont commensurables , pour les trouver , on essayera 
successivement les diviseurs 1,2,4, 5>7» 

14, etc. de 5 <jo , en les prenant avec le signe , et 
on trouvera de cette manière pour les trois valeurs de * , 
*=7,jf=8,A: = io. Il peut donc y avoir, ou 
7 associés , ou 8 , ou i o j ces trois nombres satisfont 
également au problème. 

Des Racines égales des Equations. 

121. On appelle racines égales d’une équation , 
celles qui , ayant le même signe , sont exprimées par le 
même nombre ÿ ainsi le produit de i racines égales , 
n’est autre chose que la puissance i d’une de ce» 
racines. 

Si une équation ai racines égales, on peut la repré- 
senter par P ( jf -f- û )‘ — O , P étant le produit de toutes 
les racines inégales. Supposons d’abord que toutes les 
racines soient égales , on aura une équatibn de cette 
forme ( A ) 

.v''-hiflA;‘-'- 4 -i.^' a^x‘~* 

H- .... -f- a' = O. Je multiplie chaque terme de 
l’équation A par l’exposant qu’a x dans ce terme , et 
par conséquent le dernier terme par o j ensuite de quoi 
je diminue l’exposant de chacun des termes d’une 
unité , ce qui me donne ( B ) 

i X* ~ ' + i . i — I . <i jc‘ ~ ^ i . i — i • —7" û* x‘ “ * 

. .- 4 -iû'“ * = O. J’opère sur l’équation B comme 
sur l’équation A , et il me vient (C) 

l.i — I .x'~ ^ -H i.i — I .i — 2 .<2 .v'~ » -h 

-h i.i — i .a‘~^ = o ; sur l’équation C de la même 
manière que sur l’équation B , d’où il résulte ( D ) . . . 
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t . i — I . L — 2 . .x^ * "+" • “ 4 “ i — I • i — 2 . 

/ 

û'“~ 5 = O ; et ainsi de suite. Mais l’équation B n’est 
autre chose que /(Ar + a)‘~‘ = o, l’équation C autre 

chose que i . {x-\- ay — ^ = o, l’équation D 

autre chose que i.i — i .i — 2 . (ar+a )‘~ 5 =o,etc, ; 
donc ayant une équation A , si l’on lôrnje l’équation B , 
le plus -grand commun diviseur entre A et B , sera 
( 2: -h- a ; le plus grand commun diviseur, en- 
tre B et C sera ( a:-V j entre C et D , il sera 
{x -h J et ainsi de suite , jusqu’à ce qu’on trouve 
pour commun diviseur x -h a y après i — 1 opérations. 

122. Supposons que P soit le produit de deux facteurs 
inégaux [x b) (Ar-Hc) = ar*-f-(A-|-c) ar-j- bcy 
l’équation P (x )' = o deviendra ( A' ) 

a* + i a - 

b -h- f -t- bc'\x' 4 - [ 

•i-iabc]x‘ *-+-etc. = 0, 

sur laquelle, si on opère comme sur l’équation A, , 
on trouvera (B') 

i H- 2 . x'"!"' i a b c i 

[i .iZll û*-f-ra . b-\r bc"] a:'~‘ 4“ ( ' — i ) 

fi .izLl.ini a? 4 - i.— a\b-\-'c 4 - iabc ] x‘-^ 

^ 1 3 » 

4- etc. = O. 

J’opérerai sur B' comme sur A' , et je trouverai (O) 

i-h J .r 4- 2.a:'4-i(i4-i) [ia 4- ^4-c]x'-’ 4-i 
( i — I ) [i.i— i a. ^ 4- f 4-^c]x‘“*4-(i — 0 
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(i — Z ) f 

x‘~^ + etc. = O, 

l 

et ainsi de suite. Mais B' n’est autre chose que 

■ i (« + û)‘“* ( X -4 - (j: + c) -4- (ar -f-û)' 

( 1 X " 4 “ É -4- c) = O J 

C' n’est autre chose que i ( i — i ) ( x H- <z ~ ^ (jc - 4 - 
(Ar+c)4-ii(jf4-a)‘~' (ij;-4-É4-c)-J-z 

( X + û )‘ ■ = O , 

et âinsi de suite. Donc, ayant une équation A', si 
l’on forme l’équation B' , le plus grand commun 
diviseur entre A' et B' sera ( a; - 4 - û )‘~ ' j le plus 
grand commun diviseur entre B' et Q sera (x - 4 - a)‘~ ^ ; 
et ainsi de suite , comme dans la première supposition. 

113 . En général , l’équation étant ( * ) 

x'’-hpx'‘~' ‘-h^x"~’^-i-rx"~ i-h H-a = o; 

si l’on représente le nombre des facteurs inégaux du 
premier membre , par 

X - 4 “ A J X -4“ B , X- 4 -C, x - 4 " D. . . . . 

et le nombre des fecteurs égaux par 

(x-h^r, (x-i-^r 

de manière que l’on ait pour le premier membre de 
cette équation , 

(x-hA) (at- 4 -B) (a;- 4 -C) (x-4-D (x-ha)' 

( AT+ ^)‘ . . . que l’on forme ensuite l’équation 

(ff).. . .nx/’—’ H- (« — i) px^—^'^{n-r-i)qx’^~* 
- 4 - • • « • ■+■ t = O , 
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Je premier membre de celle-ci sera 

7 

{x 4 - aÿ fa; 4 - ( a; 4- B) (a: 4- C).(a; 4 - D) . . . 

4- (a: 4- A) (a; 4 - C) ( a; 4- D ) . . . 4 - (a; 4 - A ) 
(a: 4- B) (a: 4- P) • • • 4-' (x 4- A) (a: 4- B) (a; 4 “ C) 
. . .4-. • .]4- (jf 4 - A) (a; 4 - B) (x 4 -C) (ar 4 -D). . . 
[e{x-\-ay~ ' (a;4-^y. . • 4-i (a;4-^)'-‘ (a;4-û') • • . ] ; 

et «, f auront pour plus grand commun diviseur , 
{x -\r ay—' { X by — En cméranc sur l’équa- 

tion Z comme sur l’équation « , on formera l’équation 

(v) n.n — i.a:»-» -h {n — i ) ( « — i) 

paf«-»_j..(„^i)(n__j)^jf«-4 4- ^s=o, 

dont le premier membre doit être égal à 

{x-^- ay (x b)‘. . . . [z(Af4-B)(a;4-C)...i 
4 * Z (a; 4 - C) (ar -+- D) . . . 4- z (a; 4 - B) (a; 4 - D) . . . 
4-z (af 4 - A) (a: 4 -C). . . 4 - z (a; - 4 - A) (z*-h D). . . 
4“ Z (a:4-A) (ar 4- B). . . 4 - (x 4 -fl)«— ' 

(a; 4- ... 4- zi (a; 4- » (^-4-^)*. . .-f-. . 

[ (a; 4- A) (a; 4- C) (a; 4- D) . . . 4- (a; 4- B) (a; 4- C) 
(*^-HP).... 4-(A:4-A)(a:-t-B)(af4-D).... 
4 -(Af 4 -A) (ar-f-B) (x4- C).... 4 -, 

(* “+- -A) (a: 4 - B) (a; 4- C) (at 4- D) . . . . [e. e — i . 
(ar 4- ay—^ (a:4-^)‘....4-zci (;e-|_û y—» 

(A:4-^y“‘.... 4- i.i-^ i. (a; 4 -^)' — * 

( X -+- a)" ... . 4" . . . . ] J 

et il est nécessaire d’en conclure que le plus grand corn. 

mun diviseur entre C et y est (a: 4 - a)« — * . (a; 4 - ^ 

Si c est le plus grand des exposans e, i, etc., après 
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une suite d’opérations semblables, nous arriverons à deux 
quantités qui auront pour plus grand commun diviseur 
X a ; en remontant ensuite , on trouvera x ^ by 
et de la mêm’e manière toutes les autres racines égales» 
et' leur nombre. Mais peut-être cette théorie esr-elle 
présentée sous une forme trop générale j je m’empresse 
de l’éclaircir par quelques exemples. 

> 1 24. Nous proposerons pour premier exemple' 
l’équation du cinquième degré 

x'^ — 4*^ — 15 -h io(jx* — ijxj x+ 120 — 0, 

qui , à cause de quatre changemens de signes er d’une 
permanence, doit avoir quatre racines positives et une 
négative. Je multiplie le premier terme par 5 , le 
suivant par 4 , jusqu’au dernier terme que je multiplie 
par O , parce que dans ce terme l’exposaiit de x est o j 
je divise ensuite tous les- termes par x, et il me vient 

5 — l^x’ — 45 x*-Hiil.v — i^6s=zo. 

Je cherche ensuite le plus grand commun diviseur entre 
le premier membre de la proposée et celui de l’éqiution 
que nous venons de former j je trouve pour ce diviseur 
( X — 2 )^ Le premier membre de la proposée^ étant 
divisé par ( x — i )* , il vient au quotient x^ — 1 9 x 
-4- 30, qui lui* même doit être divisible par x — 2 ; la 
division donne au quotient x*-4-ix — 15. Le premier 
membre de la proposée a donc trois facteurs égaux , 
exprimés par (x — 2)*, et les deux facteurs inégaux 
seront tirés de l’équation x* -+- 2 x = 15, laquelle 
donne x = — i + 4 j ces deux autres facteurs seront 
djnc X -1- 5 et X — 3. 

11 suit encore qu'en opérant sur 

5 x'* — 16 — 45 X* * 4 - XII X— 19^ = O, 

' comme 
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comme sur la proposée , on formera 

20Jf^ — 48A* — 90Jf-+-2ï2=0, 

et que x — 2 doit être le plus grand commun diviseur 
entre les premiers membres de ces deux dernières 
équations. 

125. Nous ne nous sommes occupés n°. que de 
la recherche du plus grand commun cfiviseur des monô- 
mes. Lorsque les quantités sont plus compliquées , le 
problème n’est pas aussi simple j mais il sumra d’un 
seul exemple pour faire comprendre la méthode. Nous 
demanderons le plus grand commun diviseur de 

(A)... X * — 16 x^ — 45 a:* -h 2i2af — içfôy et 
(fi)....20x^ 48** 90Ar-t-2l2. 

On verra aisément qu’on ne change rien, au plus 
grand commun diviseur de deux quantités , en multi- 
pliant ou divisant l’une des deux par une quantité qui 
n’est point diviseur de l’autre, et qui n’a aucun commun 
diviseur avec cette autre. On peut donc multiplier A 
par 2 f et diviser B par ij ce qui les change en ces 
deux autres quantités : , 

(C) . . . . 10 X* — }i x^ — 90 X* -t- 424 X — 392 , 

(D) ....iox^ — 24 X* — 45 x: + ïo^. 

En divisant C par D , on trouve au quotient x et un 
reste 

(E) — 8 X* — 45 xf’ -h 3*8 X — 35 >i* 

On multipliera D par 4 , et le divisant ensuite par E , il 
•viendra au quotient 5 , avec un reste — 3 2 1 .v^ -+- 1 4 1 o x 
— . 1536, qu’on peut diviser par 3 , ce qui le réduit à 

(F) . . . 107 X* -t- 470 X — 512. 


DIgitized by Google 


. I ' . î i i ■ ’ 

114 Traité élémentaire^ 

Je passe ensuite à la division de E par F j or , podvanc 
multiplier E par 107 j coefficient du premier 'ternie 
de F , je fais cette multiplication , après quoi je divise 
le produit par F , ce qui donne au quotient 8 x avec üii 
reste ' ‘ ' 

.(G).... — 8575 H- 38111 .V — 41944. 

On divisera par G la quantité F, après l’avoir multi.. 
■pliée par 8575 j et on aura au quotient 107, avec un 
reste — - 48804 x 97^08 , dont les deux termes sont 

divisibles par 48804 j. et 'peuvent être réduits de cette 
manière à — Jf H- 1. Enfin on divisera G, pris avec 
un sigpe_Çontraire , par x - — 1 j gt , comme la division 
se fait sans reste , on en conclura q^ue x ■ — ; 1 est le plus 
grand commun diviseur 'des quantités A et B 

1 1 tj. Je reviens à la recherche des racines égales dés 
équations , et je proposérarpoiir second exémpïe, 

( A ) . . . . ar® — 1 1 H— 3 8 a:* H— <j 4 — j Gf 

-h 1764 H- 1056 a;*' — 3 j li a: ii^6= o, 

— - • ^ • ' • i 

qui, à cause de six changemens designes’et de deux 
permanences , doit avoir six racines positives et deux 
négatives.- En ayant tiré l’équation 

( B ) 8 .V^ — 7 . 1 1 a:* -h (î . 3 8 a:^ 4- $ .C^x* 

— 4.5^7 a’ 4-3 • I7d4a;*4-a. 10^6 x — 33 11=0, 

je cherche le plus grand commun diviseur eiirre A et B, 
que je trouve être x^ — 7^*4- ida- — 11. Je passe 
ensuite à une seconde opération 3 et , après avoir formé 
l’équation 

( C ) 7 . S A-* — . 7 . 1 1 4-.5 . 3 8 a'' 4 - 4 .'5 . 

— J • 4 * 5 <^ 7 A’-+-i. 3 * i 7 ^ 4 ^ 4 -z. ioy<î = o. 
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je cherche le plus grand commun diviseui; entre B et G , 
que je trouve être x — 2. Ainsi x — 2 est un des 
facteurs égaux de A j et , comme il a été trouvé par 
deux opérations successives , son exposant est 3 3 le 
premier membre de la, proposée a donc-tfois facteurs 
égaux, dont le produit est { j: — 2 )K On divisera le 
plus grand commun diviseur entre À et B , ou — 7 x* 
• 4 - 16 X — «12 , par (.V — 2 )* = .v* — 4 x H- 4', -cc 
le quotient .r — 3 sera encore un des facteurs égaux, 
dont le nombre est 2 , .puisqu’il a été ttouvé.'après la 
première opération. On a dune pour le produit dos 
fâcteurs;égaùx de A , ( x — .2 y ( .v — 3 )*• En divisant 
par ce produit le premier membre de cette équation , il 
vient A.-’ -T- X -r-r JO , que -j’égalerai à zéro pour 
trouver les trois autres facteurs. 

Si il, esc possible de la résoudre en essayant, successi- 
vement , tant en H-r.qtfen — , les diviseurs commen- 
surables de 30, qui sont ( n°. 1 17, ) 1,2,3, 5 > ttc., 
on la résoudra, aussi facilement (n°«i iz ) en la mettant 

sous cette forme x :s= > car^ en prenant d’abord 

les quarrés moindres que 19, qui sont 4 et 9, ces 
quarrés étant retranchés de 1 9 , on aura — 15 et — 10, 
qui divisent exactement 30, et .donnent au quotient 
— 1, — 3, qui sont des. racines de 4 et 9. En outre 
si Ton ôte, 19' de viendra <>, qui divise encore 

30 exactement , et donne au quotient 5 une des racines 
-"de 2 5 ? Diprric — 2 ', — ^ f 5 , sont les trois racines 

de l’équation du troisième dégré. Donc des huit racines 
■ de réquftttôn- proposée , six sont positives et deux sont 
régatives; et à cause des racines égales , il n’y a que 
les nombres 2 et 3 , pris tant en, qu’en — , et le 
nombre 5 pns en seulenâcn't , qui puissent satisfaire 
à cetre équation. 

^ ...... J 

127. On peut présenter le problème de déterminée 

H 2 
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1 r<,rîn^.c éfràles des équations sous un autre point de 
“uqutf nôus «Lus a.r^;«ons qu’un .usunu 
Soit l’équation du Troisième degre 

si elle doit aioit deux racines égales , on peut la tepr^ 
SI eue uu I . , V é „ . i ') = O , ou, effectuant les 

senterpar(ar-t- A) » » 

multiplications indiquées , par 

.^1 _+. ( i A -+- 0 ^ ° * 

On comparera cette équation à la proposée, et ofi aura 

1 A H- i = F > ^ ^ 

racines égales. . • 

ii8. Si l’équation du quatrième degré 


x*^px^-^qx'-^rx-\-s^o, 

a trois racines égales, on peut la représenter par 

développée devient 

( J A+i) a^-4- 3 A (A^-0 

•q- i A* = O. 

En la comparant à la proposée , on trouve , 

J A + i==/i,3 A (A + i) — Î.A‘(A-t-3 0 = r» 
ih}^$i 
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on tire des deux premières 

} h == P — i et 1 i* — P^—P^ — 5 î* 

Les valeurs de A et i étant substituées dans les deux 
autres', on aura les conditions qui doivent avoir lieu - 
pour que la proposée ait trois racines égales. 

Si elle ne doit avoir que deux racines égales, qn la 
représentera par (x-t-A)* (A:’-+-rAr-+-X:) = o, qui 
devient 

4- ( a A-t-i) A.-’ 4- (A*4-i ki 4- a* 4- (iÂ* 

4 - 1 A ^ 4- ^ O. 

Par îa comparaison avec la proposée, on en tire 

y 

X h •+• i =p y X hi-^ k = qy ih^-\r 1.I1 k=x:r^ 

kh^=^ s; 

partant z k p — i , et cette valeur de z A cran* - 
substituée dans 'les deux équations suivantes , elles 
deviennent 

{p — 4‘{p — i)4- 4/1 = 4?» 

i Çp — i)* 4 - 4 /t (p — i) =4 r, desquelles on tire 

{p — i)’4- 3^' ip — i)*— 4? {p — 0 ■+■4'^ 

ou Z P — 3 pi’ 4-* 4 ? r — — P^ ~4- 4 P^ 4 '• 

Les valeurs de Æ , i , k, étant substituées dans k h^=s , 
on aura l’équation qui doit avoir lieu pour que la pro- 
posée ait deux racines égales. 

Enfin, si elle a quatre racines égales, de manière 
que son premier membre puise être représenté par 

( 4 - ^ ( a: 4 - i )’ ,'on aura l’équation 

H 3 
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H- 2 (A-l-i) a:* -+- ( A* H- 4zA + i*) x* -h 

1 i h { h i) X = O y 

/ . 
à comparer à la proposée , d’où l’on tire 

2(A+')=p,(A-f-i)*-H2iA=^,2iA(A-hi)=Er, 
A* = J. 

Les deux premières donnent A -{-i = i et i par 

l’équation du second dégré i i* — pi = ^ — q ■ les 

valeurs de A et i étant substituées dans les deux autres , 
on aura les conditions qui doivent avoir lieu , pour que la 
proposée ait quatre racines égales deux à deux.' Nous 
ne pousserons pas plus loin ces recherches. 


De la maniéré de simplifier une équation en en faisant 
disparaître des termes, 

1 29. Je repends l’équation générale ■ 
x’‘-^px’'—^~\-qx*~^-\-rx’'~^-\- 


u=o , 


dans laquelle on fera x r=: y -H ^ , pour avoir la 
transformée 


n 1 • , n— > . " — ^ , « — î "— >• , 


« 1 


-h/2 — i PI -\-n — i‘—T~Pl' 

+ ■ î . H-/2 — 2. 

“4- ^ 
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? . . J t ; . ■ , < 

+ î" +/ ‘ n — 1 -f- a = O. 

J'ai supposé X = y -i- ^ ; au Heu de \ j’aurois pu 
rùêttfi^F,’ 1 , 5 . ou toute autre quantité déterminée 

quelconque ; ainsi je puis faire sur ^ telle hypothèse 
que je jugerai convenable. .Si je fais p = o> 

ou le second terme disparoîtra. On fera dis- 


paroître le^ troisième , en supposant n ^ -f- n— i. 

P 1 -\- q O , équation du sécond degré j l’équation ' 
seroit du troisième dégré , si on vouloir faire disparoître 
le quatrième terme , et ainsi de suite. La supposition 
propre à faire disparoître le second terme , est donc la 
plus simple de toutes; nous la choisirons de préférence , 
à moins qu’il ne soit possible de faire disparoître le 
dernier, car 'alors tous ■lês“tëruîés étant dîvîsiblés~pac 
y , le problème ne dépendroit plus que d’une équation 
d’un degré ïnferieur’d’ane unitéi, et seroit par conséquent 
résolu. Mais l’équation qui doit faire disparoître le 
dernier terme étant 

?" ??"“*+• . . . - . -4-a = o , 

présente les mêmes difficultés que la proposée ; ainsi 
demander de faire 'disparoître le dernier terme ; ou 
demander de résoudre l’équation , c’est identiquement 
là même chose.' Nous rfous côntenterous donc'de fàire 
disparoître le second terme au moyende la substitution de 

y — — au lieu de X. 

150. Si l’équation est .v’ px q = o , on 

' ' " H ; 
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fera x s=sy — , et on aura pour transformée 

î » qui résolue donne^= + 

panant ar = — y/^ — q, comme nous lavons 

trouvé n°. 5 z. 

Pour faire disparoître le second terme de l’équation 
du troisième dégré -h qx + r = o, 

on fera ar=sy— — ,**=:y* — > 

J } » J J -T- J 

! 

a’ — py' 4- et l’onaura la transformée 

3 *7 

y 4- (î — 4--^ — ^^4-r = o; 

> t t 

mais il n’en est pas des équations du troisième dégré 
comme de celles du second , il ne suffit pas d’en avoir 
faitdisparoître un terme pour que la solution s’en suive; 
il faudroit en pouvoir faire disparoître deux par quel- 
qu’autre substiturion. 

I J I. On y parvient en supposant 
x^ — bx a 4-j> b^ a, y étant des indéterminées. 
En effet on en tire x^ = b x^ x {a -\-y) —b^x 
4 - a: ( fl 4-^ ) 4- ^ -\-y ) , et substituant cette valeur 

dans la proposée y 

(A*4“^/’4-j4-fl4->')^4-(^4-/>) (fl4-^)4-r=o. 
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Avaut d’ên tiret la valeur de a? , on fera pour abréger 
l^^hp-{-q=ieib-\~p =/, et on aura. 


X = — On mettra cette valeur de x dans 

x^z=bx+ a + J' , et on aura 
Tr-hf(‘-\-y)y I 

L-7+7+7-J 


qui devient , en multipliant tous les termes pat 
(« -h a ■+• j')S 

r* -H ir/ (û -4-^) +/* (a-+->')*= 

^ ber bef -h bf 

-f-A r — 2 « 


On représentera cette équation par 

{a y)^ h {a -\-yf i {a-\r _y) -h^ = o; 

développant ensuite les puissances indiquées , on aura 

y» -4 - 5 «y -4- = 0 , 

h -f-iaA ->r h a“ 

-4- i -f- /■ Æ 

-4- k , 


de laquelle on fera disparoicre deux termes, en sup- 
posant 3 <i-4-A = o, 5<j*-4- 2 cA-f-i = o. 

Mais h = 2 ? — f* — pb, 1=:= qb^ {pq — î r)h 

^q^—tpr; ' 
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donc a = Gette valeur étant substituée. 

dans l’autre. équation, pn a pour déterminer h L’équation 
du second degré 


b' i b P* = O, 

“3? — 7/î — 4/^*î 

4-5>r 

, pf y 


où l’on prendra indifféremment celle qu’on voudra 
des valeurs de b. Ainsi, y se trouve être renfermé 
dans une équation du troisième dgré qui n’a que deux 
termes, et qu’on peut représenter par Q. Ç'Ious 

avons trouvé, pour les trois racines de cette équation 
(n^ii3), ■ '■ 


^ I — V-, 

VQ» — VQ. — I : 




Ces trois valeurs de y étant substituées successivement 
drns les valeurs de x , tirées de l’équation a* — bx = 
a -+-^ , on aura six valeurs de a: , dont on prendra cel- 
les qui seront plus grands communs diviseurs entre 
.V* -h ^ a; r et a* — b x — a — y ; ces trois 
valeurs seront les trois racines de l’équation du troi- 
sième degré. • 

Si l’équation étoit du quatrième degré , il faudroit 
en faire disparoître trois termes pour la réduire à une 
équation de cette forme j^=Q. Ce moyen de ré- 
sjudre les équatioiis est b,eau.coup trop compliqué ; la 
méthode ordinaire est plus simple , comme on le verra 
dans les articles suivaiis. 
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Résolution des Equations du troisième degré.' 


lîi. Toute équation du troisième degré peut être 
représentée + -h -h c=o , dont cwi fera 


disparoître le second terme en supposant^ — x — 
On aura x’-h^.v-f-ÿ=o, dans laquelle 


P 


h — 




Si ■ l’on fait x = a r , ü et r étant deux quantités 
indéterminées , on aura 


3 a*t-+- 3 a i* -Ht’ = a* -f-t^-l-3 utx; ^ 

mais x’ = — q — /?x, et ces deux valeurs de x’ ne 
seroient point identiquement la même chose, si l’on 
n’a voit a’-H^’ = — = — P» 

On tire de la seconde de ces équations t = ^ ; la- 
quelle valeur der, étant substituée dans la première, 
la change en celle-ci a* -H Ç a’ = — • 

Cette équation du sixième degré est réductible au 
second , car fi l’on fait a’ = | , elle devient 

-H =-^, de laquelle on tire 
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* ^ ~ ï= — i* , et pour les trois racines de l’é- 

quation = ï , 

J _ » i 

B=ry'j,« = — ^VT7" — 

Cela posé, soit Z = — c 

on aura -{L = — et y z = ^ ailleurs , 

;i» = _ 1 • ainsi aux valeurs de u que nous venons 
de trôuver , répondent trois valeurs de t , savoir 

f = t — »^= — 

Donc les trois racines de l’équation du troisième 
degré seront 

x —^ -h v'^^==— ^ vT'+'V^ 

,r=i*y'{ — iyZ. 

134. Si Z et 3^ sont réels , ce qui arrivera toujours 

lorsque -- H- — sera positif, l’équaÛQn du -troisième 

^ ^ ^ } 

degré n’aura qu’une seule racine réelle , x = y j 

Dans le cas contraire , c’est à dire, lorsque 

sera négatif, les trois racines seront imagi- 
*74® 

naires. 

Deux des facteurs imaginaires de -\-yx-{-q pom- 

ront être représentés ( n°. 51) par .v -f- P -+- R \/ — * » 
x-^P-Ry/- , dont le produit est une quantité 


Digilized 6y Google 


BE i’AnA LYSE MATHÉMATIQUE. 115 

réelle (a:+ P -f-R* ; mais comment cene quantité 
réelle , étant multipliée par une quantité imaginaire 
qui ne peut être que de la forme a: -4- S + T y ^ « 
donneroit-elle une quantité réelle px-\- q? 

Concluons donc qu’il est contraire à tous les principes 
que l’équation du troisième degré ait . trois racines ima- 
ginaires. Audi démontre-t-on que dans le cas irréduc- 
tible , et c’est ainsi qu’on nomme le cas dont il s’agit , 
les trois racines qui se présentent sous une forme ima-, 
ginaire sont efiectivement réelles. L’équadon 


4 X* — J r = 4- r* ^ , où r J , est irréducrible , puis- 




(r*— j*),et 


• peut représenter toutes celles du meme genre , à cause 
des deux indéterminées r et s. Or , nous démontrerons 
dans l’application de l’algèbre à la géométrie , qu’en 
nommant A un arc qui a pour sinus ou pour cosinus s , 
le rayon étant r et sr la demi<irconférence , les trois ra- 
cines de l’équation du 3* degré » dans le cas irréduc- 


tible a sont les sinus des trois angles —* — 

° i } i 


lorsque r* J a le signe — , et les cosinus des mêmes 
angles , lorsque r* j a le signe Nous allons consi- 
dérer la chcsp d’une autre manière j mais avant , nous 
remarquerons que dans les valeurs de , Z le radical 
du second degré est affeaé du double signe + ou + , 
ce qui est inudle j il suffit de. prendre 



135. Dans le cas irréductible > soit 



e* , — e* pouvant représenter toute 
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^^antité-, négative, on aura - ' 

((y/iri+i) 

^Onfera us;^e -de la- formule da n°. io8, pour élever 
lesfdeux binômes à la jpuissance j , et ,;à cause de 

■ M 

(ey/— i)’ ï=r — ,.on aura 

^ =' +^U-îT (r;)V- - 


î 


3-?-> 


etc. , 


>/z =-«V 

't;'’' ii) (-i) V/^h-ck. 

^ On a donc pour la première valeur de x=.^r ■4- ^z, 
cette quantité toute réelle (k) 

TC^-^— (— )■ 

3 - . O „ ‘ Vi «/ 


*•« 9-9 


etc. 


étant : 


On aura aussi y/^ — ;^Z =î Hy'i:r , H c 
aei — _L' j 4- 'dJ_ el etc ^ ‘ 

3*5 \»</ »-y? \i»/ CIC- J >, 

( 

alors les deux autres valeurs de x pourront être repré- 
sentées, par ■ , _ 

« Si cene démonstration , que dans le cas irréductible les 
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n'ois racines de l’cquation sont réelles , laisse quelques 
doutes , ils seront levés par celle que nous avons ân- 
'lîoncée plus haut. Arrêtons nous à quelques exemples. 

' 1 3 <>. Je proposerai de résoudre l’équation ' 

S’J*-!- 18^=910 (n°. 115). 

Pour y parvenir par la méthode que nous venons d’ex- 
poser ^’iibus commencerons par 'en faire disparoître le 
second terme , en supposant y = x — 3 , et x sera 
''do'hné par ’x^ —‘s>x = 9 10 ,• que je comparerai à l’é- 
quation générale a:? -i- a: + ^ = o. On a , de ceïte 
manière , p = — 9 , ^ — 9 1 o j partant 

/fl V _i_ 

V 17 H- 4 = V ^06998 = 97 y'ii. 

La proposée est donc dans le cas ou l’une des racines 
"seulement est réelle , et cette racine est 

/ 

x= y/ 45 5 r+- 5>7 \^ii — 455 + 97 \/^-. 

Pour extraire les racines cubiques de ces binômes 
( n°. 1 1 1 ) , je fais A = + 45 5 , B = 206998 , d’où 

A" — B = — 27 et y/ A" — B — 5 . Alors si on 

■ représente ^a-+-Vb par r -4- J y et r seront donnes 

'par î>''='±“ 455 - ' 

Ayant multiplié l’équation dû troisième degré par 2 ; 
si l’on fait ir= + x , on aura celle-ci , x^ — Jlar 
= 910, qui est la proposée meme. 

On n’obtiendra donc généralement la valeur’de x 
. que sous cette forme . ' 

*=»:y/ A-H\/ b — y/ — A-hy/B* 


Digitized by Google 


Il8 TRAIxi itÉMENTAIR* 

Lorsque cetre valeur est commensurable , les binômes 
sont des cubes effectifs , et dans la différence des raci- 
nes , les radicaux du second degré disparoissent. Dans 
l’exemple 

V 45 S"f"i^ 7 \/ iz = 5 - 4 -y'ii, 

^ — 4 5 5 \/ir= — 5 4- \/II , 

dont la différence est lo , valeur de x ; partant id 

— 3=7. 

ijy. Lorsqu’une seule racine est réelle, elle se 
présente sous une forme incommensurable , trop com- 
pliquée pour en faire usage , sans la développer en 
suite inSnie. Dans le cas irréductible , les trois racines 
ne se présentent sous une forme réelle , qu’étant dé- 
veloppées en suites infinies. Ainsi dans tous les cas la 
méthode générale ne donnera que des résultats appror 
chés , lorsqu’on les voudra sous une forme qu’on puisse 
appliquer commodément aux besoins de l’analyse. Il 
sera donc plus expéditif d’employer directement les 
approximations , sans se servir des formules de la mé- 
thode générale. 

138. Pour résoudre l’équation 

— 90 a: = 9 8 , qui est dans le cas irréductible , puisque 
^-hÇ= — -4599>jc la mettrai sous cetre forme 

X = 1 et l’on verra sans difficulté que ico est 

le qiiarré à substituer à x* , pour que , divisant'98 par la 
différence x * — 90 = 10 , on ait une valeur approchée 
de la racine de ce quarré. Certe valeur est je =9, 8. 
Si on ne la croit pas suffisamment approchée , on fera 
je=9,8*4-ç,et (sera assez petit pour qu’on en puisse 

négliger 
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hégliger la troisième et même la seconde puissance; 
On ptendra donc 941,192 ^ z88,ii{ j et» 

ayant substitué pour et a- leurs valeurs dans l’équation 
A-J — 90 A = 9g , on aura 59,191 -f- I98, iij 
= 98 , d’où l’on tire ç = = o, 19. On aura 

donc pour valeur plus approchée j a = 9 , 90; s’il 
étoit nécessaire d’approCher encore d’avantage de la 
Vraie valeur de a , on feroit a = 9,99-^j, et 
on opéreroit sur r comme nous venons de taire sur j , 
et ainsi de suite. . , 

1 5 9. Je reprendrai l’équation générale, que je mettrai 
sous cette fornie a^ + y» a -4- ^ = o , et/? sera néces- 
sairement positif. Je supposerai dans cette équation 

7 ou ^7= i je ferai ensuite x^mu ^ 

et dans la transformée a’ + ^ -f- o ; je détet- 


minerai m de manière que L. = 1 ,d’où w =+ 

+ que je pourrai égalera Une quantité 

négative — r , ayant soin de prendre — lorsque q 
est positif et -h lorsqu’il est négatif On aura 

ijJ + U = r , où r est un nombre positif moindre que 


Or r étant un nombre fractionnaire , si l’oit 
suppose 

dr^-\- er^ etc.. 

Cette série sera convergente ; on aura 

Rr-4-3 tî R*.r-4- } ^R*. cR\ 4- etc. =; o , 

+ R+<z ^ 

— i -4-ja*R -H<>u^R 

•4“ a* 

I 
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et, pour déterminer R, û , b y c , etc. , les équations 

Rî + R==o, ( 3 R*+ i) fl — I = O, (.3 R* + I ) 
i+3 û* R=o , (3 R*+i)c 4 - 6 <iAR-Hfl* = o, 
( 3 R* + 1 ) d — 6 fl c R H— 3 A* R ■+• ^ ûl' b = O , 
^ J R* + I ) c -+- 6 ad R 6 bc R -+- 3 fl* c -4- } a b* 
= O , etc. 


Lorsque p a le signe + , on a R^ + R = o , qui fait 
voir que l’équation a’ -h fl = r n’a qu’une seule racine 
réelle. Lorsqu’il a le signe — , ou dans le cas irréductible, 
• on a R par l’équation R^ — R = o 3 dont les trois 
racines i , — i et o étant substituées dont les équations 
que nous venons de trouver, il en résulte ces trois 
valeurs de u , 



HL r-i. 

118 


LH 

1 


— etc. , 


H-T- 


.LLl 

8 


.121 ,4. 

118 




etc. , 


— r — — 3t’ — etc. , 

qui sont les racines approchées de l’équation 
— u= r, 

140. Nous prendrons pour exemple l’équation du 
n“. précédent, .v^ — 90 .v s= 98. Alors 


m =y/yo — 9,48684 , r — — o, 1 1478 , 

= o, 013 17, *= o, 00151 , = 0, 00017 , 

7-î = o, 00001 , etc. En ne faisant usage que des 
quatres premiers termes des séries précédentes , on 
trouve pour les trois valeurs de fl. 
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0532.3 » — ■ 0, 993 5 8 , — Oj 1 1 ^3 1 j 

fet pour les valeurs correspondantes de x j 
9, 99 182 i — 8,88784, — 1, 10359. 


Résolution des équations du quatrième Degré. 


141. Nous représenterons toutes les équations du 
(Quatrième degré par 


H- ay^ - 4 - by' -hcy d = o'y 

et , pour en faire disparoître le second terme , nous 
Supposerons y = x — En faisant pour abréger 


J- -h ^ P y T 


a B 
1 


■C = q, 


3 «* 

IjS 


a* b 

II 



“4~ d = r y 


/ 


t>n aura , pour l’équation résultante de là substitution 
x^ px^ qx r = O. 


Nous suivrons la même méthode que pour le troisième 
degré , et après avoir fait 


X*= u*-{- ^ uU-\- ^ u't^-i- i iu^^ts -i- 6 j* 

-h 4 I 2, ar*J-h 1,2 uts^-\- 4 « ^4 

-+- <5 H- 4 rs^ -4- J 

nous ferons en sorte de donner à cette valeur de at< une 
forme telle qu’on la puisse comparer à cette autre 
valeur de , — px’^ — qx — r. 

I 2 
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Apres quelc]ues tentatives nous trouvons 

A't = ( 4 üj -3- 1 1*) AT* -J- 4 ( -f- cs^ ) -f- 

u'* — -h j‘* — 1 U s J 

et , par la comparaison des deux valeurs , ces équations 

♦ 

4 i/j-q-zt*-f -/7 = o,4 (i.’r-htj*)-h5 = o, 

U * — -h s** — Z 4 -h r s= O , 

qui serviront à déterminer a , r et 

14Z. La troisième équation se change en celle-ci 

( a* J* )■ = 1“* -h 4 a* j* — 4 a £* J — r ; 

on tire Je la deuxième a* H- j* = — — ; donc 
r'" -j- 4 — 4 a — rt^ 

dans laquelle il faudra mettre pour 4 a s, et 4 a- s* leurs 
Valeurs tirées de la première , et on aura 

V > 

équation du sixième degré qu’on réduira facilemeut 
au troisième. En faisan: £* =-L , on la change en 

celle-ci z pi'-h (/’’ — 4 r) ^ = (j\ Mais 

a' -+-s* = — 1 ajz= — /» — donc a*-f- z as 

l4_j*= (a-f-.r )"= — ^ — £‘ — eta-hj=r + 

— fi — 7- 
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X = U 1 ■+• s = c + y/' — I* — ^ 

En mectant dans cette expression successivement pour t 
ces valeurs ^ et — , on aura les quatre racines 

de l’équation du quatrième degré , qui sont 

2 X = vT + \/— î — i » 

zx= \/r~ V^— ? — i? — 

iat— — t — + 

2 a: =— vT — \/— î — 2 • 

' 143. La réduite du troisième degré a trois racines ; 

de laquelle des trois ferons- nous usage ? 11 ne sera pas 
nécessaire de substituer à dans les formules précédentes 
successivement chacune de ses valeurs , pour s’assurer 
qu’on a toujours le même résultat,laquelle des trois racines 
de la réduite qu’on emploie. Quoi qu’il en soit , nous 
allons donner d’autres expressions des racines de l’équa- 
tion du quatrième degré , dans lesquelles les trois racines 
de la réduite entreront également. Pour cela nous 
nommerons X i » l" les trois valeurs de ^ j et , à 
cause de 

les quatres racines de l’équation du quatrième degré 
prendront cette autre forme 

I i , 
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i A' = \/^ -h \/ “+" I ^ ^ >/î'î" » 

tx= \/{” — l' i” * 

IX — — y/ï -h \/ ï' l" ^ \/77 ^ ■ 

I ;c = - — y/ï' + î" + i V/îV • 

II faut remarquer que :( + est toujours plus grand 

que 1 y'j' ç* lorsque \ et \ ' sont réelles , et moindre 
lorsqu’elles sont imaginaires j en effet, si l’on suppose 
:j' + = /n J i y'j' ^ = « , on aura — /n :{* 

= — ^ > de laquelle on tire = y ^ » y'/n* — , 

valeur qui ne peut être réelle que lorsque m est plus 
grand que n. 

144. 11 suit de- là 1°. que toutes les quatres racines 
sont réelles, si \ y ^ et sont réelles et positives; 
î°. que deux de ces racines seront réelles , et les deux 
Rutres imaginaires , si seul est réelle et positive ; 
3°. que les racines seront toutes quatre imaginaires j 
si étant réelles , une seule de ces quantités est 

positive. Il faut en excepter le cas où deux des racines 
de l’équation du troisième degré seroient égales , où 
l’on auroit, par exemple, \ Alors les quatre 

Tacines de l’équation du quatrième degré deviendroient 

= ixz=y/Y , Z -v = — y/^+ 2 yY, 

dont deux sont égales et réelles lorsque est positive, 
et les deux autres imaginaires lorsques ■:( est négative, 
Nous aljons éclairçir ççtte théorie pr quelcjues exemplç?, 
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145. Je proposerai de résoudre l’équation 

-- 10 X — fi = O. 

En la comparant à l’équation générale , on a 

p = — ~yq=iOyrz= — \^yp^—^r=:8o. 

Ainsi l’équation du troisième degré qu’il s’agit de 
résoudre dans cet exemple est 

— 1 7 H- 80 ^ 1 00. 


On s’assurera aisément quelle est dans le cas irréduc- 
tible , qu’on ne peut la résoudre que par approximation , 
à moins que la méthode des diviseurs commensurables 
ne s’y applique. Or , 100 est divifible par 1, j , 10 ,etc« 
J’essaie d’abord ces trois diviseurs , tant en qu’en — • , 

et ie trouve que ces valeurs positives , z , 5 , 1 o de 3^ 

satisfont également. On fera donc 

ç = i J = J := 10, d’où l’on tirera 
y/ î Ï"=^\/T. \/ 3 i\/i — 

\/7 ( * — \/i ) » 

y/ 7 + 7 +I V 7 ? = V^ = • 

V/j ( I -h v/â ). 

Partant , on aura pour les quatre racines de la proposée 





-+v; 




I 


A* 


= v'l 





«•f-v' 


-V7; 


et il est à remarquer que les trois racines de la réduite 

1 4 


I 
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étant réelles et positives , les quatre racines de la pro- 
posée sont réelles. 

146. Je proposerai pour second exemple 


6 l 


' — - sx-f-- = o. 


AIors/7=^ — 1, 9==5, — 4r = — ij j 

er on a pour déterminer — 15^=25. 

On fera disparoître le second terme de cette équation, 
en supposant :j=:V-|-7» et il viendra 


V = ^ , dont la racine réelle est ( n°. 134), 


V = y [y/ 4°6H-i5oy/j-f-y/ 406 — ] 
= -h Donc 


ï'H-î"=— 4, l'l*=5- 


Ces substitutions étant faites dans les formules géné- 
rales du n°, 143 , on trouve pour les quatre racines 
de l’équation du quatrième degré 

X = -1- \/— I. t H- ^Ï7 

/ 

X = ^ \/ 1 -h 



dont deux seulement sont réelles. 
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147. Proposons-nous pour dernier exemple 

X* -H ^ AT* -f- lax -h ^=5 O. 

En la comparanr à l’équation générale , on trouve 

^ W > 4 ' — /’* = 40 ; 

d ’où résulte cette réduite du troisième degré , 

— 4o:( = 400, qui est dans le cas irréductible. 
Nous tenterons de la résoudre par la méthode des diviseurs 
commensurables. Les diviseurs de 400 qui réussissent 
sont -H5 , — 4, — zo y si donc l’on lait ^ = $ » 
~ — 4, ?* = — 10, on trouvera pour les quatre 
racines de la proposée 

X =: — ■+• y/ <3 + 1 \/J, 

• .v= — ^ -h \/~. ^ Vs> 

I 

x — ^ 6-\~ 1 y'j, 

V 

x==—~ — \/^Y^<î — ^y/s> 
et ces quatre racines sont imaginaires. 

Des Equations des degrés supérieurs. 

148. Si l’équation étoit du degré m , telle que 

A," -hûx”’-* ->rhx”'—^-^cx ”'—‘*-4- -4-i = O , 

qui manque de second terme , et l’on sait qu’il est tou- 
jours facile de le faire disparoître , on supposeroit 
x = u -\-t s r-^ etc., le nombre des indétermi- 
nées étant/w — I. Ayant a", on lui donneroitcette forme 

a'“ = Aa”-‘-4-Ba'"-J-4-Ca^‘‘-{- -Hi 

et pat la comparaison avec la valeur de a“ tirée de la 
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proposée , on auroic ce nombre m — i d’équations 
A — f” fl = O , B— j— = O , C O J . » « • —0« 

Pour le cinquième degré 
A = 5 ( «r-h f J ) , 

B=j ( r /■* — f“ ü* J — f“ J* /■ — 4 ” flf* ) , ♦ 

C = 5 ( s fl’ f H- r’ r + fl s’ 

— fl*r* — flr jr ) , 

D = — fl’ — r’ — s’ — r’ — ' fl J* r* •+- 5 ( a* j r 

+ flf’ J + flr r’-f- ti’r — ' fl*r J* — fl*i*r — ). 

Un premier problème sera d’éliminer un nombre 
m — 1 d’inconnues, au moyen d’un meme nombre 
d’équations j et le choix de la méthode , comme nous 
le verrons bientôt , n’est pas indifférent pour que les 
équations à une seule inconnue , qui résulteront de 
l’élimination , soient les moins élevées possibles. Elles 
sont cependant d’un degré supérieur â celui de la pro- 
posée j mais comme elles ne sont pas complètes , on 
a pu espérer de parvenir à une réduite d’un degré 
inférieur , comme on parvient dans le troisième degré 
à une réduite du second , et dans le quatrième , à une 
réduite du troisième. ' 

149. Ayant une des racines , les i autres dé- 
pendroient de trouver celles d’une équation à deux 
termes x” =+ i. Nous démontrerons dans l’applica- 
tion de l’Algèbre à la Géométrie , que si l’on représente 
par X la demi-circonférence qui a l’unité pour rayon , 

par ^ un des arcs quelconques , i étant comme m un 

nombre entier positif, et par cos. ^ le cosinus de cet 

arc ; tous les facteurs trinômes de a-” -f- 1 , dont les 
facteurs binômes sont imaginaires , se trouveront en 

mettant dans i — ix cos. — -|-aS successivement pour 

^ trt « 
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i tous les nombres impairs moindres que m j et ceux 
de .V™ — I , en mettant dans la même expression , suc- 
cessivement pour i , tous les nombres pairs moindres 
que m : en outre a:” -4- .1 aura un facteur binôme réel 
-h I , lorsque m sera impair , et n’en aura aucun 
lorsque /n sera pair; lorsque m sera pair, x "‘ — i aura* 
deux facteurs réels x-\- i y x — i , il n’aura de facteur 
réel que x — i lorsque m sera impair. 

Si je divise + i par a:+ 1 , j’aurai au quotient 

X* If a:*’H- Af* If AT -4- 1 , dont je représenterai les 
deux facteurs du second degré par a-* A a: -4- i , 
Af* -H îa: I. En les multipliant l’un par l’autre , on 

trouve AT<-{-(A-f-i)Ar^H-(2-4-iA)Ar*H-(A-l-/) 
AT -j- I ; donc A-4-i=rIfi,iA= — i, A = If{ 

+ — , i = -4- î -I- Ainsi les deux facteurs du se- 
cond degré de x^ + i sont 

(i — \/?) ^ + 1 . Jf' + H I 

En divisant x^ -r- i par .v* — i , on trouve au quo- 
tient a:^ -4- a:*- 4- I .dont les deux facteurs du second 
degré sont x *' — Af-|- i,A:^- 4 -Af- 4 -i. Mais l’équation 
x^ -4- AT* -4- I = o , résolue à la manière de celles du 
second degré , -donne x* = — i ( i If , = 

LL_= ? — et X = 4 - : on trouveroit le 

4 ’ — I » 

même résultat en résolvant les équations x* — x -4- x 
= o,x*- 4 -x- 4 -i = o. 

150 Si, indépendamment du théorème général , je 
voulois trouver encore les facteurs du second degré de 
x’ + I , je diviserois x^ + x par x + 1 , et j’aurois au 

quotient x** If x^ -4- x^ If x’ -4- x* If x -4- i . Je pren- 
drois ensuite , pour les trois facteurs du second degré , 
x’ -f A X - 4 - I , X* -4^ i X -4- I , X* -4- A X - 4 - X , et le^ 
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ayant multipliés ensemble , je comparerois le multi- 
nome du sixième degré qui en proviendroit , avec le 
précédent , ce qui me donneroit pour déterminer h , 

I , il: , les trois équations 

= hi-\- hk-\-i k= i, kih=-\-i» 

11 résulte de l'élimination , que les valeurs de A , i , ^ 
sont les racines de l’équation — it. ^ » 

dont on fera dispatoître le second terme en supposant 

J = ç. + 3 , et on aura — ZI —+ Cette équa- 
tion étant dans le cas irréductible , ses racines sont les 
sinus ou cosinus de trois arcs ( n°. 1 3 4 ) j ainsi les va- 
leurs de hy if k seront données en sinus ou cosinus de 
trois arcs , qu’on déterminera facilement au moyen du 
théorème que nous avons énoncé au commencement de 
l’article précédent. 

Remarques sur la méthode des diviseurs commensurables. 

• 

151. Au-delà du quatrième degré, on n’a rien de 
général sur la solution des équations. Il faut avoir 
recours aux méthodes d’approximation ^ toutefois après 
avoir examiné si l’équation n’auroit pas de diviseurs 
commensurables. La méthode de trouver ces diviseurs 
est souvent pénible 5 nous tenterons de la simplifier par 
quelques remarques que nous ajouterons à ce que nous 
en avons dit ( n°®. 1 17 ) et suivans. 

Nous supposerons que dans l’équation 

-k- ax”~^-\- . . .-f-i = o, 

il ne se trouve pas de coefficiens fractioiuiaires. S’il 
s’en trduvoit , comme dans celle-ci 

H- -kr y -k- t ^ O, on feroit dispatoître les 
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dénominateurs sans donner un coefficient à , en 

supposant y = Pat cette substitution l’équation dont 
il s’agit devient 

-f- ^ A* ^ AT H- r n’ = o , où l’on peut prendre 

pour n une quantité divisible à la fois par q et s. 

1 5 Z. L’équation ainsi préparée , si le inuitinome 

(P). . . . Ar” -j-ûA:"’~' + . ._f_i 

devient nul dans la supposition de x = — u y x-{- u 
sera un des diviseurs de *ce multinome, et u un des 
diviseurs de À 11 n’est pas moins évident que si l’on 
nomme A et B ce que devient P pat la substitution 
de * et — » pour ar , on doit avoir « -4-^ u pour diviseur 
de A et — « -h a pour diviseur de B. Cette remarque 
servira à abréger la recherche des diviseurs de i qui 
soient en même temps les racines de l’équation P = a ; 
il suffira de choisir ceux des diviseurs de i, pris tant 
en -+T qu’en — , qui, étant augmentés ou diminués 
de « , soient en même temps diviseurs de A et B. 
Lorsque l’équation sera numérique , on mettra succes- 
sivement 1 , Z , J , etc. pour « ; et si , par ceite substi- 
tution , A devient A i , À z , A 3 , etc., B devient B i , 
B z,B 3 , etc. 3 ceux des diviseurs de i , pris tant en -|- 
qu’en — , qui seront les racines de l’équation P = o , 
augmentés de i , z , 3 , etc. seront nécessairement 
diviseurs de A i , A z, A 3 , etc. 3 ces mêmes diviseurs 
de i y diminués de i , z , 3 , etc. seront nécessairement 
diviseurs deBi,Bz,B3, etc. 

153. Nous prendrons pour exemple l’équation du 
11°. 1 1 8 , z’ H- A* — 34 a: 5 (î = O , dans le premier 

"membre de laquelle si l’on met successivement pour a: , 
1 , z , 3 etc. , — I , — z , — 5 , etc. , on aura A i 
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à= Z4, Al = O, A J = — lo, etc., Bi.=s 5Ô ,, 
B 1 = iio , B 3 = 140 , etc. Cela posé , nous 
chercherons les diviseurs de 5 ^ , qui sont i , 2 , 4 , 7 , 
8, 14, 18, 5 6. Or parmi ces diviseurs, pris tant 
en -4- qu’en — , il n’y à que -h i , 2 , — 1 , 

J -4- 7 J — - 7 , qui , augmentés d’une unité , soient 

en meme temps diviseurs de 24, et que — 1 , + 2 > 

— 2, + 4, — 4> -H7> — 8 , — 14 > qui, diminués 

d’une unité, soient en même temps diviseurs de 90 } 
le choix ne peut donc tomber que sur 2 , — 2 , — 4 , 

-4- 7. Il est évident que des deux premiers , • — 2 est 
le seul qu’on puisse admettre. Quanta — 4 et-l-7, 
ils satisfont à tout ; en les diminuant de deux unités on 
a — <5 et -4- 5 diviseurs de 110; en les diminuant de 
trois unités on a — 7 et + 4 diviseurs de 140’, etc. 
On est certain que ar!==2,x=4,x = — 7 , sont 
les racines de la proposée j ou , ce qui est la même chose, 
que X — i,A- — 4, A-4-7 sont les facteurs de 
x ^-4- a * — 34^+56. 

154. On demande les diviseurs commensurables de 
-4- x’ — 17 A* -H 3 A — 90 = o , dans le premier 
membredelaquellesionmetpour A, i, — 1,2, — 1, on 

aAi = — 112, Bi = — ^120, Ai= — 168, 
B 2 = i9<j. On cherchera les diviseurs de 90 qui 

sont 1,2, 3 , 5 , 9 » ïo> ^5 » 45 » 

Parmi ces nombres pris tant en -H- qu’en — i , il n’y 

a que I , — 1 , 3 , — J , 5 > ^ > “7 .9 > 1 5 » * S » 

qui , augmentés d’une unité , soient diviseurs de 1 1 2 , 

et que — i , 2 , 3 > — 3 > 5.» . — 5 j > — 9 qui , 
diminués d’une unité, soient diviseurs de 120. On ne 
peut donc choisir qu’entre 3, — 3, — 5,<>» — 9- 
Je rejette 3 et — 3 , dont le premier , augmenté de 2 , 
n’est pas diviseur de 1^8 , et dont le second , diminué 
de 2 , n’est pas diviseur de 195. Je rejette aussi — 9 , 
puisque — 9 — 2 n’est pas diviseur de 196 . Mais 

— 5-4-2 et (J-+-2 sont diviseurs de 1 <5 8 , 5 — 2 
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et 6 — 1 sont diviseurs de 196; j’essaie ces deux 
nombres - — 5 et 6 y et je trouve pour facteurs de 
X* -h X* -h 3 JC — 90 , ces deux binômes x — 5 

etx-+- 6 . Les deux autres sont imaginaires ; leiu: produit 
est un trinôme réel qu’on trouvera par une méthode 
analogue à la précédente appliquée aux diviseurs de 
deux dimensions. 

155. Pour trouver les diviseurs commensurables 
de -4- ( ^ -t- fl ) -f- a b — -6 a^) a:* -f- 

( — 6 b) X— *18 O, on essayeroit suc- 

cessivement les diviseurs de 1 8 a* pris tant en -f- 
qu’en — Mais pour restreindre ces tâtonemens, on 
formera Aet B , en mettant a et — a successivement 
pour X dans ,,le premier membre de la proposée j ce 
qui donnera 

A = — 4 a* ( a* -ha ^ -h J , B = — ■ (î a* ( a* — a b 

-f- 3 ^* )• 

Ensuite de quoi on cherchera ceux des diviseurs de 
ï8 a* ,pris tant en -h qu’en — , qui, augmentés de 
a , sont diviseurs de A , et ceux des mêmes diviseurs 
qui , diminués de a , sont diviseurs de B. On trouvera^ 
que — 1 a et -h J a satisfont à ces conditions. 

Onpeut former À et B d’une autre manière , en met- 
tant^ et — b pour X dans le premier membre de la pro- 
posée i ce qui donnera 

A = 5 B = 3 (i * — ab — (>a* ). 

Or — aa-h^et3a-h^ divisent exactement b"^ -\~ab 

— ^ a* , comme — za — b y 3a — b divisent exac- 
tement b^ — - ab — (j a*. On trouve donc encore que 

— Z a et -h 5 «r sont les diviseurs de 18 a* qu’il faut 
choisir. Aussi x — z a et x -h 3 <t étant essayés, on 
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trouve qu’ils sont deux des facteurs de la proposée j les 
deux autres sont imaginaires. 

156. Je passe aux diviseurs cominensurables du 
second degré, et je supposerai d’abord que l’équation 
est numérique ; je nommerai A i et B 1 ce que devient 
le premier membre de cette équation par la substitution 
de 1 et — ■ I pour .v. On verra sans difficulté qu’un des 
diviseurs de deux dimensions étant représenté par 
AT* -h H- ï » si l’on y fait.v = 1 , i -H « -|- r sera 

diviseur de Ai; et si l’on y fait ensuite x — i , 
I — « H- f sera diviseur de B i . Retranchant donc une 
unité des diviseurs de Ai et B i , pris tant en -f- 
qu’en — \ on aura les nombres parmi lesquels doivent 
se trouver u-^-t et — * a + r. Mais u -+-c ^ t et — a 
f sont en progression arithmétique ; il ne faudra 
donc s’arrêter qu’à ceux des diviseurs de A 1 qui doivent 
donner a -H r , des diviseurs de i qui doivent donner c , 
des diviseurs de B i qui doivent donner — a -f- r ; il 
ne faudra, dis-je, s’arrêter qu’à ceux qui formeront 
entr’eux une progression arithmétique a -4- r . t , 
— a t. 

On pourra trouver plusieurs progressions arithmé- 
tiques entre lesquelles il s’agira de se déterminer; on y 
parviendra comme lorsqu’il n’étoit question que de di- 
viseurs d’une seule dimension. On formera Ai, A3, 
A4, etc., Bi, B3, B 4, etc., en métrant dans le 
premier membre de la proposée poiirx successivement 
1,3,4, ^ > — 3 J — 4» ^tc. : et faisant les 

mêmes substitutions dans a’ -f- a a- H- r , on aura 
4H-ia-hr, p-H-p + r, ,6-h4«-l-^, etc. , dont 
le premier sera diviseur de A 1 ; le second de A 3 , le 
troisième de A 4 , etc. ;et4 — 1 a-j-r, 9 — 3a-|-t, 
i6 — 4 a-f-r ,etc., dont le premier sera diviseur de B 1 , 
le second de B 3 , le troisième de B4 , etc. Retranchant 
donc 4,9, 16 y etc. des diviseurs deAi,A3,A4, etc. , 
Bi,B 3 ,B4,etc., pris tant en qu’en — , on aura I es 

nombres 
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nombres parmis lesquels doivent se trouver 2 « -+- r , 3 « 

> 4 ^ Gcc. y — 2 // “ 4 "^»"*“ 3 ^ ^“4 ^ etc* 

Règle générale , il ne faudra s’arrêter qu’à ceux des 
diviseurs deAi,A2,Aj,A4, etc. qui doivent don- 
ner U -l-r, 3«<-l-r,4« - 4 -r, etc., des 

diviseurs de i , qui doivent donner r, des diviseurs de 
Bi,62jB3jB4j etc. , qui doivent donner — * H- r , 
— lu " 3tt-4-r, — 4^-4-;, etc. -, il ne 

faudra , dis-je , s’arrêter qu’à ceux de ces diviseurs qui 
pourront former une progression arithmétique 

*^etc. 4 « -f- r • i U t • iu~\-i. u -\rt-F' 

— U 1' i U } U c — 4^~i~r'etc. 

157. Lorsque a = o , ou lorsque le diviseur de deux 
dimensions est x* -|- r , le divisent de i, tjuij pris en 
-f- ou en — - , sera la valeur de r j ne devra satisfaire 
qu’aux seules conditions : savoir , qu’augmenté de i , il 
soit commun diviseur de A i et B i' , qu’augmenté de 4, 
il soit commun diviseur de A i et B 2 , qu’augmenté 
de 9 , il soit commun diviseur de A 3 et B 3 , et ainsi 
de suite Pour en donner un exemple , nous proposerons 
de trouver les diviseurs de deux dimensions de l’équa- 
tion — ly x‘^-\r i X — 90 == o , pour la- 
quelle Al= ÎI2,A 2= 168, A3— 216 ^j 

A 4 = — ' 190, etc. , B 1= — i20jB 2= — 19^ J 
83 = — 288, 84 = — 342 , etc. ; et nous cher- 
cherons d’abord si elle n’en auroit pas de la forme 
X* -h Nous trouvons 1, — 2, 3, — 3, — 5, — 9 
pour les diviseurs de 90 , qui, augmentés de t , sont 
diviseurs de 112 et 120. Parmi ces diviseurs nous ne 
choisirons que ceux qui j augmentés de 4 , sont diviseurs 
de i(j 8 et 19^, nous rejetterot^ donc i et — ‘93 
mais parmi les autres nous ne devons choisir que ceux 
qui, augmentés de 9, sont diviseurs de 116 et 288 : 
ces nombres sont 3 , 3 et — 5 , desquels nous devons 
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re jetsr ceux cjui , augtnentés de i <j » ne seroient 
diviseurs de"iîro et 341; et' comme 3 seul satisfit à 
cette condition , -sans aller pim loin nous e^yerons de 
diviser par .t* -f- 3 , er iwm' trouverons qu’il est efFec- 
^ivement un des diviseurs de deux dimensions. 

‘ L’autre diviseur sera de la forme H- a at -1- r. Or , 
parmi les diviseurs de ri3 et iiojon trouve z8 et 
30 qui, pris en — et diminués de i , donnent — 29 , 
—■3 1 , entre lesquels — 5 o,diviseurde 90, est moyenne 
proportionnelle arithmétique. On peut donc supposer 
tt =. — 30,M+^ = — 29, — ü-+-r= 31. Si 

la supoosition est fondée , on doit trouver parmi les 
diviseurs de 168 et 1^6 , pris eii — * et diminues de 4 » 
les nombres — 28 et — 32 ; parmi les diviseurs de 
xÎG et 288, pris en — et diminués de 9 , les noni- 
bres _L et — 33, etc. : et comme toutes ces condi- 
tions sont remplies , il faut en conclure que a:* x 

JO est* un des diviseurs commensurables de deux 

dimensions 3 il a pour facteurs x — ^ , x H— 6 > qui 
sont les diviseurs commensurables d une seule dimen- 
sion , trouvés 11°. 154. _ ^ . 

Parmi les diviseurs de 1 1 2 et 1 20 , j aurois pu 
prendre 14 et 6 , puisque , diminués de i , ils donnent 
13 et 5 , entre lesquels 9 , diviseur de 90 , est 
moyenne proportionnelle aritmethique. Mais il faudroïc 
que , parmi les diviseurs de 168 et 196 , il s’en trouvât 
qui , diminués de 4, donnassent 12 et 6, ou que \6 
et 10 fussent diviseurs de ces deux nombres 3 ce qui 
n’étant pas , nous avons dû rejeter 1 4 et ^ , et d’autres 
diviseurs de 1 12 et 1 20 , qui sont dans le même cas. 

11 en résulte que x'* — ^7 ^ 

peut avoir pour diviseurs commensurables de deux di- 
mensions , que x^ -\-x 3 0 et X* -h 3* 

I c 8. Pour X*— ijOnaAi = Bi ==o,Az — 
Bz — 63 , A3 = B3 = 728 , A 4 = B4 — 4095, 
etc. Les diviseurs de A i et B i , diminués de 1 , ne 
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ixjuvant être que — i,onaaH-/ = — i , — u-\-t 
= — 1 ^ partant «= o , r = — i. 11 en résultera que 
X* — I est un des diviseurs de deux dimensions , si 
— - I -4- 4 = J est diviseur de 63 ,si — i-|-9 = 8 
est diviseur de 728 , si ^ — 1 -|- itî = i j’est diviseur 
de 4095 , etc.; ce qu’on peut aisément vérifier. 

Parmi les diviseurs de 6 3 , qui sont i , 3,7,9,' 

2 1 ; je prends pour diviseur de A 2 , 3 , qui , diminué 
de 4 , donne — i , et je fais iu-\-t= — • i;je ptends 
pour diviseur de B 2 , 7 , qui , diminué de 4 , donne 
3 , et je fais — 3 ; de cette manière je 

trouve t = i y U = — I , et pour diviseur de deux 
dimensions .x* — x -1- i. J’aurois pu faire iu -{-c 
= 3, — ■ i. U -\-c = — I ;ce qui auroit donné c=i j 
« = I , et pour diviseur de deux dimensions 
-I- I. 11 faut examiner si ces suppositions peuvent être 

admises. On a la progression arithmétique , 

\ * 
etc. — 3- — 2 - — ‘I - I - 3. 4- 5 . etc. : > 

or, — .2-4-9 = 7, et 4 + 9= M des diviseurs 
de 728 ; — 3 -H 16 = 13, 5 + 16 = 21 sont des 
diviseurs de 409 5 , eK. ; il est donc démontré que ces 
suppositions peuvent être admises sans essayer si .v'* — i 
est divisible pat x* + x + i . 

Pour x*+i,Ai = Bi = 2,A2=B2=^5, 
A J =B 3 =730, A4 = 64 =4097, etc. Je vois 
sans difficulté que .v* + 1 est un des diviseurs de 
deux dimensions ; car i , qui est la valeur der, aug- 
menté de I , est diviseur de 2 ; augmenté de 4 , il est 
diviseur de 65 ; augmenté de 9 , il est diviseur de^ 730 ; 
augmenté de 16, il est diviseur de 4097, etc. Je ne 
tfouve pas d’autre diviseur commensurable ; eflective.* 
ment par le théorème du n°. 1 49 , les deux autres divi- 
seurs sontx + x .. . 

159. On demande les diviseurs commensurables de 
deux dimensions de l’équation littérale 

K 1 
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4- ( ^ 4- a ) Aî H- ( J -H û 5 a" ) a:* - h 

( — 6 a^b)x — 18a* = O, 

pour laquelle j si l’on nomme A et B ce que devient le 
premier membre lorsqu’on y met a et — a pour x , on 
a A = — 4û-(a^-h<76-4-3 3 *), B = — 6 ^ 

( û* — + 3 A* ). La même suljstitution de a et — a. 

pour X, faite dans x* + « x -h r, change ce facteur en 
û* 4- a -+- f , eï û* — au-\-t; or ,^parmi les divi- 
seurs de A et B , si l’on prend — 4 a* et — 6 , et que 

de ces quantités on ôte a* , ^n aura — 5 a* et — 7 a% 
entre lesquelles ; — <j a* , diviseur de 1 8 a* , est 
moyenne proportionnelle arithmétique \ on peut donc 
supposer a u + t = — 5 “ " 1 " ^ — 7 > 

desquelles on tire u^a, t = — 6a*, et pour divi- 
seur de deux dimensions .v*-|- ax — 6a*. 

En ôtant a* de a* a 3 - 1 - 3 ^* et de a* — a 3 -1- 3 3 ’, 
on a a 3 -f- 33* et — ■ a 3 H- 3 3 * , entre lesquels 
3 3 * , diviseur de 1 8 a* 3 * est moyenne proportion- 
nelle arithmétique. Je puis supposer aa -f- t = a 3 
4-33*, — au -+■ t =— ab ^ 33* ; d’où je tire 
n = 3 , t = 3 3 * , et pour diviseur de deux dimensions 
X* -h 3 .x -+-33*. ' 

Pour former A et B , j’aurois pu mettre dans le 
premier membre, de la proposée , pour x successive- 
ment , 3 et — 3 ; j’aurois trouvé 

*s. ^ 

A = 5 3 * ( 3 *-Ha 3 — 6a*), B = 33*(3* — a 3 -^ 6 a*). 

Les mêmes substitutions faites dans x* -h ax ~+-e , 
m’auroient donné 3 *-f- 3 a-l-^, 3 *— 3 a-hf. Alors , 
parmi les diviseurs de A et B, j’aurois choisi 53* et 3 3 * 
qui , diminués de 3 * , m’auroient donné 43* et' a 3 * , 
entre lesquels 33*, diviseur de 18 a* 3 *, est moyenne 
proportionnelle arithmétique j j’aurois donc supposé 
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Bu-^t = y — bu-^t= 1 desquelles j’aurois 
tiré pour un des diviseurs de deux dimensions bx 
+ 3 A*. J’aurois pris ensuite parmi les diviseurs de A 
et B, b^ a b — 6 ^ b^ — ab ^ <ju*, qui , di - 

minués de b^ , m’auroient donné a b — 6 a^ ^ — a b 

— (j a*, entre lesquels - — 6 y diviseur de 1 8 , 

est moyenne proportionnelle arithmétique. J’aurcis 
supposé bu t ■= ab — <ja*, — bu-^t = — a b 

— 6 a^ y desquelles j’aurois tiré pour diviseur de deux 

dimensions a X — 6 a^. ' 

En mettant dans le premier membre de ta propo- 
sée , pour X successivement , 1 ^ et — 1 ^ , on trouve 
{i b^-{-ab — ^'3 a* ) , et I O ( 1 — a b — 3 a^), 

que pour abréger nous nommerons M et N. Nous re- 
prendrons ensuite les progressions arithmétiques 

etc. 4 3 *. 3 . Z etc. , etc. a b — - (î a*. 

— 6 . — a b — a*, etc, 

qui , étant continuées de part et d’autre , doivent sa- 
- tisfaire d’abord à cette condition : si on ajoute. 4 3 * i 
chacun des termes 5 3 * et 3 * de la première , il faut 
que 9 3 * et 5 3 * soient diviseurs de M et N , comme 
ils le sont effectivement : si de même on ajoute 4 3 * à 
chacun des termes 1 a 3 — <> a* , — 2 a 3 — (Sa* de la 
seconde , les quantités résultantes 4 3 * -4- %ab — ^a*, 
43* — za 3 — (S a* doivent être et sont effectivement 
diviseurs de M et N. 

Pour ces équations » comme pour les équations nij- 
• mériques , ayant formé une suite de quantités telles 
que M et N par la substitution de 3 , ^23,33,43, etc. , 
— ■ 3 ,-i— z 3 , — 33, — 43, etc. , pour x dans le 
premier membre de la proposée , il sera nécessaire 
qu’elles aient j)our diviseurs les termes successifs des 
progressions arithmétiques augmentés de 3 * , 4 3 * , 9 3 % 
1 (5 3 * , etc. Mais nous ne croyons pas devoir nous étendre 
davantage sur cet objet. 
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Alc'thode d'approximation pour la résolution des 
Equations déterminées. 

1 6 O. Soit proposée l’équation 

-f- 1 a’ — 3 5 A* -h 5 A = 1 1 ; 

on mettra successivement pour a des nombres entiers, 
pris tant en -h qu’en — , jusqu’à ce qu’on arrive à une 
valeur du premier membre très - approchée de n 6 , 
plus grande ou moindre. La supposition de a = 5 
donne o pour ce premier membre 3 celle de .v = 5 
donne 462 plus éloigné de 1 16 que o 3 la vraie valeur 
de A est donc entre 5 et <3 , plus près de 5 que de 6 . 
Pour trouver des dixièmes à la racine , je ferai 

A = 5 H- , et r sera donné par l’équation 

r^-h 210 14400 r*H- 295000 r=^ i itfoooo. 

J’opérerai sur cette équation comme sur la précédente,' 
et faisant r = 3 , je trouverai pour le premier membre 
loiotfai, qui diffère moins de i léoooo que le nom- 
bre plus grand que j’aurois trouvé en supposant r = 43 
la vraie valeur de r est donc entre 3 et 4 , plus près de 
3 que de 4. Pour avoir des centièmes , je ferai r = 5 

-4- ^ , et J sera donné par 

23 20 -f- i<>43400 a'-f- 387448000 ^ 

= 1393790000, 

où je ferai successivement J = 3 et j= 4. Ces deux 
suppositions donnent pour valeurs du premier membre 
de l’équation 1177197321 et 157^1951 3(3 , dont la pre- 
mière est moindre et l’autre plus grande quei39379Cooo. 
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la vraie valeur de s est donc entre 5 et 4 , de'très*peu de 
chose plus près de 5 que de 4 j aussi en continuant 
l’opération , on trouvera que si , pour avoir des mil- 
lièmes , on fait J = 3 ^ , le nombre entier qui 

approchera le plus de la vraie valeur de t sera le nom- 
' bre 5. Donc x= 5,535 , et cette valeur ne diffère de 
la vraie que de dix millicmes. 

161. On peut présente'r le calcul d’une autre ma- 
nière , peut-être plus simple. On feraar = 5 -)- 4 , i 

étant un des nombres de la progression décuple , et on 
aura, pour déterminer r, l’équation 

7'' -h 1 i t + 1 44 r* -h 19 5 i’ r = 1 1 tî ' 

Si l’on suppose i = 10, on aura à essayer les nombres 
entiers depuis o jusqu’à lo exclusivement, et on trou- 
vera que 3 est celui de ces nombres qui approche le 
plus. Si l’on suppose i = loo, on aura à essayer les 
nombres depuis 30 jusqu’à 40 exclusivement , et on 
trouvera que 3 3 est celui de ces nombres qui approche 
le plus. Si l’on suppose / = 1000 , on aura à essayer les 
nombres depuis 330 jusqu’à 400 exclusivement. Soit 
r = 335 , pour donner un exemple de la manière de 
diriger le calcul , on aura 

988x5,000,000,000 
1444*7*=; r 6 1 (îo,400, 000,000 
xirr*= 801,408,750,000 

7^= 1 1,853,755,615 


. ï‘5>799><’6i, 5 15,615. 

La somme que nous venons de trouver est moindre 
que n 6 suivi de douze zéros ; on trouvera une somme 

K4 


Digitized by GoogI 


151 Traité élbmentairb 

plus grande en supposant rc= j 5^ , et on s’assurera 
que } 3 5 est , comme nous l’avons trouvé , la valeur de 
T aux dix millicmes près. 

16 Z. Soit encore proposé de résoudre l’équation du 
sixième degré 

3 ^ I Z a;* Z 5 x* ^ 1 4 X = Z I . 

On fçra , comme nous l’avons dit , x successivement 
égal à I , Z , etc. , pris tant en -f- qu’en — ; par la sup- 
position de x = Z , le premier membre devient — Z4 j 
pfir celle de x = 3 , il devient -|- 141 j la vraie valeur 
de X esc donc entre z et 3 , plus près de 3 que de z. 

On supposera x == a H- '' donné par l’équa- 
tion 

r*-l-ioi r*-+-37i* r* -+- 6 S 5 <ji^r=45i‘', 

où l’on fera d’abord i=^ 10 pour avoir des dixièmes. 
Ce nombre de dixièmes doit être plus grand que 5 j 
on fera donc r = (î , et on trouvera pour ce que de- 
vient le premier membre, , moindre que 

45000000 , mais qui en diffère moins que le nombre 
plus grand qu’on trouveroit en faisant r= 7. C’est pour- 
quoi ayant fait i == 1 00 , nous essayerons r = <, 4 , et[nou$ 
trouverons pour valeur du premier membre , en né 
nous arrêtant qu’aux premiers chiffres pour abréger , 
4385... moindre que 4 5 00... 5 la suppoûtion de 
r=^5 donne une valeur plus grande, et la compa- 
raison des trois nombres fait voir que la vraie valeur de 
r est à-peu-près à distance égale de 64 et 6 $. Ainsi , 
pour trouver des millièmes , ayant fait i = looo ,nous 
essayerons r = 545 ; et comme cette substitution donne 
pour valeur du premier membre de l’équation un nom-», 
bre moindre que 45 r®, tandis que celle de r= 6^^6 
çndonneroit un plus grand, nous devons en conclure 
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qu’aux dix millièmes près a: = i,<>45. Pour les trouver, 
on ne perdra pas de vue que les calculs précédens in- 
diquent que le nombre des millièmes est plus près de 
646 que de ^45 , ec que , pour trouver des dix-milliè- 
mes ; la valeur de r à essayer doit être plus grande que 
645 5 , on trouve effectivement qu’elle est 6457. Avec 
un peu d’habitude, tous ces détails ne sont ni longs ni 
pénibles, et la méthode résout rigoureusement ce pto- 
blême : approcher des racines réelles d’une équation , ' 
jusqu’à n’en différer que de décimales de tel ordre qu’on 
voudra. 

Après avoir essayé les nombres i , x , 3 , etc. , pris 
en-+-, je les essaye pris en — , et je trouve que par la 
substitution de — z et — 3 , au lieu de a: , le premier 
membre de notre équation devient — 144 et -V 3 8 1 ; 
il y a donc une valeur de x entre — ^ et — 3. Je 

supposerai x'=x =. — 2 — ry, et r sera donné par l’équa- 
tion 

14/ 104P ixi i*r* 

— 2 P r = i<j 5 i*. 

En opérant sur cette équation comme sur l’autre , on 
trouvera encore r=Ô457. Ainsi , aux cent millièmes 
près , X a pour valeurs réelles -4-x,(î45 7 et — 1,^45 7 , 
et n’en a point d’autres.^ 

Des Racines imaginaires des équations, 

• 1^3. Une équation ne peut avoir de racines imagi- 
naires qu’en nombre pair j ec si une de ces racines peut 
être représentée par u t y'— i , il y en aura une autre 
correspondante de la forme u — t i. Ayant repré- 
senté les équations de tous les degr és par 

k ax ^ b X* c x^ dx^^- etc. , 
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si l’on y fait a: = ü -4- r y^_ i, on aura la transformée 

A = K -H R y' — I, dans laquelle 

K=^au-\-bu}-\-c u} du'^-^- eu?-\- 

— d-{b 6 du^-\-io eu^-\- i etc.)" 

-f- i"* ( d 5 ea-4- i5/ù’-4-etc.) 

— ( / -h etc.) 

etc. y 

R=i(d-hz b tt-f- 5 c a‘ +4 d u^-+- 5 cu^ -H 6 /w^+etc.) 
— /’ ( c + 4 da H-iocü*-4-io/«’+etc.) 

-h i’ ( < - 4 - <>/«-+-etc.) 

etc. 

La substitution de « — t y/ — 1 aulieu de x donnera une 
autre transformée A = K — R y / — 1 j en l’ajoutant à 
la première on a A = K; en les ôtant l’une de Tautre, 
on a R = O. Les deux équations A = K et R = o , 
serviront à résoudre les problèmes qu’on peut proposer 
sur les racines imaginaires des équations. Nous remar- 
querons , relativement à la seconde , que t ne pouvant 
point être nul j tous les termes doivent être divisés par t ; 
alors les deux équations ne renfermeront que des puis- 
sances paires de r , et l’on ne pourra prendre pour r* que 
des nombres positifs , autrement la valeur de t seroit 
imaginaire , et celle de a r y/— i une quantité 
réelle ; ce qui seroit contre î’hypothèse que ce binôme 
doit représenter toute racine imaginaire. Le cas le plus 
simple est celui de u = o , où la racine imaginaire 
n’aurcit qu’un seul terme + t y/ — 1 . Alors sera 
donné par l’équation 

A = — bt^ -h dt* — / 1 * - 4 - etc. j 

t* trouvé, il faudra que savaient satisfasse à l’autre équation 
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a — CI* -+- ci’ — etc. = .0. Il ne sera pas inutile 
d’éclaircir cette théorie par quelques exemples. 

164. Nous nous occuperons d’abord de l’équation du 
troisième degré A = a .v -t- a:’, pour laquelle nos deux 
équation deviennent ' 

K = au u} — } = 

et donnent par l’élimination de t* , 8 -f- z au -f- A 

= O. Pour ce degré u ne peut-être nul que A ne soit 
nul ; alors r* == a , t = + y'ü", a; = + y^— a , 
quantité imaginaire , à moins que a ne soit négatif. En 
général t = ^ y/ü+~fü^‘^ ainsi tant que a seia por 
sitif, on pourra donner à u telle valeur qu’on voudra , 
positive ou négative , sans que c cesse d’être réel : et 
comme toutes les valeurs possibles de u , combinées 
avec les valeurs corrélatives de r , épuisent toutes les 
combinaisons possibles entre A et a , on en peut con- 
clure que toutes les fois que a sera positif, la proposée 
aura deux racines imaginaires , comme nous l’avons vu 
II'’. 1 34. Tout se réduit à trouver u , et l’équation qui 
le renferme pourra être résolue par les méthodes pré- 
cédentes. 

i<ï5. Pour l’équation du quatrième degré A = a x 
-J- A -H , nos deux équations deviennent 

A a u ”4— b —4— ^ b — i— 61^'^ — f— , 

a-\-ibu-\-^u^ = ^ut^ y 

et donnent , par l’^éliminacion de t’ , 

a* — i <j A a* (j 4 a* H- 3 1 3 a'’ -t- 4 , 

ou a* — I <> A a* = 4 ( 4 a* -{- 3 )*. 

Si nous nous occupons d’abord du cas particulier où 
a = O , nous trouvons qu’il n’a lieu que lorsque a — o\ 
dans ce cas t* est donné p^r l’équation t'' — • é t* =; A , 
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de laquelle on tire t* == -^ + y/ A Les condi- 
tions, pour que les valeurs de r* soient réelles , sont 
que A soit positif, ou qu’étant négatif, il soit moindre 

que ^ ; autrement ces deux valeurs seront imaginaires 

aussi bien que les quatre racines de l’cquatibn du 
quatrième degré. Cette équation aura encore des racines 
imaginaires , lorsque la valeur de étant réelle , sera 

positive. Or A -f- v/aT — sera positive , lorsque 

b sera* positif, ou lorsque b étant négatif, il sera moindre 

que y/An- — i 7 y^A-l- — sera positive, lorsque 

b étant positif, il sera plus grand que y/A-|-— • Nous 

avons tiré les mêmes résultats de la discussion de l’équa- 
tion -4- = A. 

166. Je reprends les deux équations 

{ b 6 b —f— a u = A » 

a-^rzbu-\~^u} — 4ttf*=oj 

et , après avoir multiplié la seconde par u , je l’ôte de 
la première , ce qui me donne 

— t* ( ^ - 4 - 2 «' ) = A -t- 3 -h ^ ü* , 

de laquelle on tire 

4. 1/4*4- ( 4 -^ -fM\ 

X X 

Cette équation combinée avec celle-ci , 

a* — 1 6 A a* =: 4 K* ( 4 a* H- ^ )V, 
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nous serviroient à trouver le nombre des racines réelles 
et imaginaires de l’équation générale du quatrième 
degré J mais comme elles ne nous apprendroient rien 
de plus que la discussion de l’équation même , nous 
ne nous y arrêterons pas. Nous nous contenterons de les 
considérer comme moyen de déterminer, au moins par 
approximation , les racines imaginaires de l’équation , 
lorsqu'elle en a. Toute la difficulté consiste à parvenir., 
par l'élimination, à une équation qui ne renferme 
que ü , à faire choix de celles des valeurs de u , qui , 
étant substituées dans l’expression de t* , la rendront 
réelle et positive. 

Pour en donner un exemple , nous proposerons l’équa- 
tion du quatrième degré 

x^-\- J — O. On aû = (>,^ï=t:3, 

A = — 3 5 , et U est donné par l’équation 9 1 40 a* 1 

== ( 4 a* -f- J )*• Après quelques essais, je, trouve 

que la valeur de a* est entre a et 3 , qu’elle est 1 ,*2 ^ 

= |. On mettra cette valeur dans l’expression de t* 
qui de vient r* = ^ i j l’équation a donc quatre 
racines imaginaires , qui sont : 

— 'I '9. 

1 ^ 1 ’ 

•— 3 ^ ~ T ? 

1 1 

La combiiuison des valeurs de a et r donnent en outre 

3 “b — Il — 3 "1” V — I» 

— — > " ■ ' — 

I 1 

3— —3 — 

f ■ 

^ t 

qui sont les racines de x* -H 3W» — 6a:-+-35 = oj 
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et cela doit être ainsi , car a n’entre que dans réquatlori 
qui renferme u seul , et il n’y entre qu’élevé à la seconde 
puissance. 

Du retour des Suites. 

167. Etant proposée l’équation 
A = a.x cx^-{-dx‘'-\^ex^ Hr/** -+- etc. , 

dont le second membre est une suite infinie, on de- 
mande la valeur de x en” une suite ordonnée par- 
rapport aux puissances successives de A. Ce problème est 
connu des Céomctres , sous le nom de problème du 
retour des suites , ou de méthode inverse des séries. On 
supposera 

= m. A— 1“ n A* “H P A} A^ — r A^— j A*— |— etc. 

x’=/n*A* 4-1772 n A-^-impA-y-i m qA’-^-x m rA*-+-etC. 

-h TJ* 1 np 1 n q 

H- 

x^ — tn}A}+ 3 772 * 72 A’ -f- J 772 *;; A^ -h 3 7n*^ A*4-etc. 

4-3 777 72 * -\-6mn P 

4- 72 * 

= 2724 A^ -h 4 772 * 72 A* -+-4 772 * 7 ? A* -+- etc. 

6 rd 

a:* = 772 * A* -h 5 772 “» 72 A* -h etc. 
x'*= 772 ‘ A‘-+-etc. 

Par la substitution de ces valeurs dans la proposée , on 
aura une équation qui doit être identique mdépendam- 
ment de A j on égalera donc à zéro les coefficiens des 
puissances successives de cette quantité , ce qui donnera 
pour déterminer 777 , 72 ,•/? , etc. les équations 
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o, nt — • I =3 O , , . - . . ' 

a n-\- b ■=. O y 

ap 1 bmn-\- cm} = O ^ 

aq-\-b ( Z mp-\-n^^ + ^ cm^ n ~\-dm}=:o , 
a r-\- ih{m q-\-n p)->(-icm{m p-\-n^) -{-^d m -f - 1 =so, 
as-\-b{tmr-\~ xnq-\-p^)-\-c{i q-y -6 mnp-^ 

-+-</( 4 m}p + <j OT* /2* ) -t- 5 em'^ =0, • 

etc. On tire de ces équations 



84i’c 41 4‘ 

a'o a>* » 

etc. 


Dans l’exemple qui va suivre , nous ferons usage dos, 
deux méthodes , ae la méthode directe et de la méthode 
inverse des séries. Il sera tiré de la théorie des loga- 
rithmes , dont nous n’avons encore pu donner qu’une 
foible idée. 

Un nombre étant donrté y trouver son logarithme. , 

168. X et :( étant deux quantités quelconques, si 
nous représentons le logarithme de i -h ar par 

a X b x^ c d e etc. y 

il £iudra représenter celui de i 1 par ; 

ai~{~ bi^ ci^ d:^ ei^ -i- etc. 
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Soit I -+-;f == ( I H-x )“; on aura log. ( i H- )"=ss 
m log. (i-|-x) = /77<2r-|-/n^Ar*-+- mcx^-\- etc. 5 
on aura par conséquent l’équation 

max-{-mbx* -{-me -{-mdx^-\-mex^‘+- etc. 

= -h -h etc., 

où il faudra mettre pour ^ sa valeur tirée de 


• tfl I Æ . fft 1 

^=z mx-^m. — — ar-f-TO. . 


— I m — i , 

X’ 

i 


etc. 


On formera de cette manière l’éqiïation identique 

m— I - , m— i m— 1 . 

a m . — — X ~\-am, . x^ -h 


•\-bm.m — i -\rbrr^.m — i 


I 


am 


-4- c OT . m * — I 
firi ü!:ilA:<4-etc. = 6, 


-f- bnû' . m — I . 


î 4 

m — 1 


• bm*. 




dm . — I , 

dans laquelle il faudra égaler à zéro les coefficiefts des 
puissances successives de x , et on tirera de ces équa- 

aons b= T» “J «=-^— > etc. 


-Donc log. 3=« (x—^J!l — |-il^ Jül. 


■etc.), 

où 
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où <iemeure iiidctermiiié Ainsi, un même nombre 
peut avoir une irifinité de logaritlitnes difFérens. Le 
plus simple de tous les systèmes logarithmiques est 
celui où l’on supp >se a = i ÿ mais il sera facile de 
passer d’un système à l’autre , lorsqu’on sera convenu 
de la valeur à donner à l’indéterminé a , qu’on appelle 
le module. Nous ferons a = i , et pat con:.équenc 


log. ( I 4-;e) = .v 



4 


•etc.; 


nous en tirerons , en faisant x négatif, 

I / X se‘ Jt • x^ 

log. (l— *)=— AT etc. 


et, ôtant le second logarithme du premier. 




7 


-h etc. ) , 


série qui sera toujours convergente , puisqu’il faut que 
Jf soit moindre que i , pour que soit un nombre 
entier positif. 

169. Si on desiroit trouver le logarithme de 3 , il 
faudroit faire 3 , d’où l’on tireroit x = i J on 

auroit pour logarithme de 3 , 


1 


- 4 - 


}• 4 


+ 


f . IS 




7. «4 


I 

9 ' 


i~ etc. , 


qu’on réduiroit en suite décimale 1,0986113 

On trouveroit de la même manière pour le loga- 
rithme de 10, 1,3015 85 1. Mais ces logarithmes ne 
sont pas -ceux des tables calculées d’après l’hypothèse 
que les nombres 1,10,100,1 000 , etc. de la progres- 
sion décuple ont pour logarithmes o , i , 1 , 3 , etc. Pour 
trouver les logarithmes des nombres , dans cette hypo- 
thèse , il faut chercher le module qui y convient. L’é ' 

L 


I 

I 

I 
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quation la plus simple pour le déterminer, est certai- 
nement celle-ci, i =*? ( 1,501585 1 ), de laquelle on 
tier û = o, 4541945- llfaudra multiplier par ce module 
tous les logarithmes déduits de la série du n°. précé- 
dent , et qu’on appelle logarithmes hyperboliques , pour 
avoir les logarithmes tles tables les plus communes. 
En multipliant 1,0986125 par 0,4541945 , on a 
0,4771111 , qui est le logaiithme de 5 dans l’hypo- 
thèse que O, I, 1 , 5, etc. sont les logarithmes de i, 10, 
100, 1000, etc. 


Un Loaarûhffie étant donné ^ trouver le nombre auquel 

® . *T • 

il appartient. 


1 70. On fera ^ log. = A, et on aura l’équation 

— 1“-~H- etc. , de laquelle il 

faut tirer la valeur de .v. On mettra dans la formule 
du n°. 167 , 1 , O, y, O, etc. Pour <2, 3 , c, d, c, etc., 

et à cause dem= i, v=o^p~ — |, q=o, r=i7, 
etc, on aura ^ 

— A’ — etc. 


Si on vouloir tirer la valeur de x de 


A = x 



— h etc. 


9 


où A = log. ( I -4- A- ) , on mettroit dans la même for- 
mule I , — T > -H T . — i . etc., pour û, b,c,d, etc!, 
et à cause de m= i , « = j , /? = * , ç = , etc. , 

on auroit 

• .V A ï A’ -4- i A^ H- ^ A^ etc. 


I 
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Des méthodes d’élimination. 


171. Nous avons déjà eu occasion d’éliminer des 
inconnues dans des équations du premier degré; mais 
le problème est assez important pour que nous croyons 
devoir nous y arrêter encore. 

Soient ces deux équations 

ax-^hy->rC = o , e x-\-fy -\-g = o \ 


on multipliera l’une des deux , la seconde , par exem- 
ple , par r , et l’ajoutant à la premiète , on aura 


[a-\-er) y gr = o\ 


pour en tirer la valeur de x , on fera b -\-f r o y 

J» ' b c-\-sr he-^cf 

ci OU r= TT, et on auraA:= = — -i: 

/ û-f-cr d/— 

pour en tirer la valeur de y , on fera a-y-er = Oy d’où 

a cA-e r ae — r e 

r= , et on aura y = — ^ 

< ’ b +/r af — 

Si l’on avoir à éliminer dans ces trois équations 


ax-^-by-\-ci-y-d==o, e x fy -+- gj-+-h — o y 
ix-\-ki-^ll-^m = o ,on multiplieroit la secoud® 
par r, la troisième par s , et les ajoutant à la première, 

■ on autoit 


( 


■ — / J ) ç “ 4 “ d — f“ h r m s — O. 

On feroit b-\-fr-\-ks—o,c-\~gr-\~ls = o, pour 
avoir a:=^ — 7qlTr+77> ‘^-k-er-\-is= o , 

/a = O, pour avoir j = — a ^^-er-k-i s 

La 


/ 
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h +/r-|-^j==o,pour avoir 


‘-{-g'-Ç'l'i 


Le problème seroit réduit à trouver deux inconnues au 
moyen de deux équations , et à en substituer les valeurs 
dans celles Aa x , y ^ \ y on auroit de cette manière 


<» ( c* — *0 4- ' ( 


___ m( a g — f<^4-A(ci — al) -{- d (et — ig) 

— *(«* — 4 - CT f 6 1 — af) 

î a(fl — kg )-\-t{ck — bl)^i{bs-~ef)' > 

171. Lorsque les derniers termes seront nuis , ou 
lorsqu’on n’aura à éliminer qu’entre les équations 


ax-\-by-\-ci^o,ex-Jrfy-^gl — o, 
ix-^ky->rll — o, 

on n’en pourra tirer que les rapports 

_* b g—cf ^ y. • 

J af — be J af — be 

et , pour que ces équations puissent avoir lieu , on aura 
.entre les coefEciens l’équation de condition que voici , 

û {ck — l>i)-hiibg — c/)=*= O. 

Or , le premier membre de cette équation n’est autre 
chose que le dénominateur commun des valeurs de x, 
y,\t lorsque d, A j /» ne sont pas nuis. Une ^utre le- 
marquç , c’est qu’ayant ce dénominateur , il sera facile 
de trouver les numérateurs , car les valeurs de x ,y , 
pouvant être mises sous cette forme 


i 
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—d(el—ig) — h(ci — at) — m(ag — ce) ^ 

J i ( tl-ig)-\-f{ci — al ]+k{ag~ecj 

— — if‘ ~«^) — h ( ak — t») — m ( be — af ) 

^ c(fi — ek)-i-g( aic — bi) (»« — «/)’ 

il est visible qu’il suffira de substituer dans le dénomi- 
nateur commun — c/, — A, — m , à a yC yi ^ pour 
avoir le numérateur de Xyzbyfyk, pour avoir le 
numérateur de y , à c j g y /, pour avoir le numérateur 
de Le problème d’éliminer dans un nombre quel- 
conque d’équations du premier degré , seroit réduit i 
trouver l’équation de condition , pour que ces équations 
fussent possibles dans le cas où l’on égaleroit à zéro les 
derniers termes. 

• 17 J. On se rappellera ce que nous avonsdit ( n°. 97 ) 
sur les changemens d’ordre ou les permutations. Deux 
lettres A , B , sont susceptibles de ces permutations 
A B , B A J et^hangeant le signe de B lorsqu’il change 
de place y on a A B — B A. Ajoutant une troisième 
lettre C ,nous aurons ces permutations ABC, ACB, 
CAB, — BAC, — BCA, — CBAjet changeant le 
signe de C lorsqu’il change de place, ABC — ACB 
-f-CAB — BAC -hBCA— CBA. 

Cela posé, nous conviendrons que A,B,C repré- 
sentent les coefficiensdex,^, \ dans nos trois équations j 
ces coefficiens dans la première , lorsqu’ils sont à la 
première place j dans la seconde , lorsqu’ils sont a la 
seconde place j dans la troisième , lorsqu’ils sont à la 
troisième place. Ainsi , dans le premier terme ABC , 
A sera le coefficient de x dans la première équation , 
ou équivaudra à a ; B sera le coefficient de j dans la 
seconde équation , ou équivaudra à/; C sera le coef^ 
hcieut de 1 dans la troisième équation , ou équivaudra 
à / ; c’esc-à dire , que nous conviendrons d’écrire a// au 
lieu de A B C. En opérant <le la meme manière sur les 
autres termes , nous trouverons 

L J. 
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afl — agk cek — bel -\-bci — cfi y 

qui est p'écisétnent le premier membre de l’équation 
fie condiiion , ou le dénominateur commun des valeurs 
de , 

174. Proposons-nous d’éliminer u , Xyy y dans les 
quatre équations 

«a -H /a- H- O J -f- A ^ -h S = O , 

i U k. X ~4~ I y ^ X “f" T = O y 
nu px-\-qy -i- r:^ -X-V = O y 

et d’rbord de trouver le dénominateur commun deâ 
va!e';rs de ces quantités. Des perniutarions des trois 
.lettres A , B , C. je tirêr.ii celles des quatre lettres A , 
B, (v , D de la manière suivante , • 

' ABC.. ABCP — ABrCn-ADBC— DABC 

— ACB..— ACED-f-ACDB — ADCB-q-DACB 
CAB.. CAbr— (APB h-CDAB — DCAB 

— -BAC.. — BA( Dh-BADC — BDAC-f-DBAC 
BCA. . BCAD— B:T)A-|-BDC^ — DBCA 

— CBA.. --( BADh-CEDA — CDBAh-DCBA 

Cela posé , si nous convenons de représenter le coeffi- 
cient de U par A , celui de at par B , celui de v par C y 
celui de 7 par D j de mettre pour A , lorsqu’il est à la 
premitre place, j ; lorsqu’il est à la seconde, e ; lors- 
qu’il est à la troisième , 1 ; lorsqu’il est à la quatrième, 
n ÿ de mettre pour B , lorsqu’il e t à la première place , 
b ; lorsqu’il est .à la seconde ,'J ; lorsqu’il est à la troi- 
sième, k ; lorsqu’il est à la quatrième, p ; et ainsi de 
C et D , nous aurons 
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aflr — af mq ahkq — dekq 

— agkr-\-agmp — ahlp delp 
-\^cekr — cemp-\-chip — (^gip 

— helr-\~bemp — bkiq-\-dfiq 
-f- b gir — bgmn b h In — df In 

— cfir-k-cfmn — chkn-\-dgkny ’ 

qui est le dénominateur qu’il s’agissoit de trouver , et 
auquel on peut donner cette forme plus simple , 

{af — be) {Ir — mq) — {ak — bi){gr — hq)-\- 
{ap — bn){gm — hl)-\-{ek — if) {cr — dq) — 
^ — y — ^>1) {ch — dg). 

— Pour trouver ensuite les numérateurs des valeurs de 
* J » y J ? > on mettra dans l’expression du dénomi- 
nateur commun — R, — S, — T, — Vau lieu de a, 
« , i yhy lorsqu’il s’agira de « ; au lieu de ^ /f , p\ 
lorsqu’il s’agira de x; au lieu dec ygy /y q , lorsqu’il 
s agira de_y ; au lieu de d, h y m , r, lorsqu’il s’agira 
de On aura , de cette manière , pour le numérateur 
de U y 

— fl f R —H fm q R — A X' ^ R — f- dk q ^ 

-h^ArR — gmpK-\-hlpK — dlpS 

— ckrS-k-ompS — chpT-\-dgpT 
blrS — b m qS b h qT <^/^T 

— bgrT-k-bgmY — bhlY-^dflV 
-k-crfT — cfmY-\~chkY — dgkV,, 

auquel on donnera la forme suivante , 

^ i^g—cf) {mV — rT) — {bl—ck)J^h V—rS)-h 

L^ 
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(bq~cp){hJ-mS)-{-[fl-^gk){dV — rk)-- 
(fq—gp]{,dT — mK)->r{kq — lp){dS—hK). ' 

On donnera la meme forme aux autres numérateurs , 
lorsqu’on les aura trouvés. Cette méthode d’éliminer 
est d’une application facile , quelque soit le nombre 
des équations ; elle n’exige qu’une médiocre attention 
pour arriver , sans s’égarer , au résultat qu’on desire. 

175. Proposons-nous maintenant de trouver l’équa- 
tion en X , résultante des deux équations du second 
degré. 

ax^ “h bxy -f- cy* -+-dx-{-ey-i-f=Ot 
mx' n xy •+- py* q x r y s = o. 

On multipliera la première par A.v* ■+■ 

•4- Ej -H F J et la seconde par Q'^ 

- 4 - R_y -+- S J on ajoutera ensemble les deux produits > 
et on aura 


a A 

-4-^A xi y -1-cA x^y^ 

-+-cB af^*-4“ 

•k~m M 

-+-aB 

-+-^B 

4-fN 4 - 


-|-«M 

4-/jM 

4- 



■4-«N 

4" 

dA xi 

-p- e A x*-y 

-1-cB xy^ 

4^c E -4- 

aD 

-pd'B 

-f-c D 

4~p R 4* 

qM 

-4-AL) 

H-éE 

4* 

i»Q 


-hrN • 

— 4 :; 


-+-rM 

Q 

4-' 



•4”* R' 

; . C “ • T ■ 


“+-«,Q 

» 

1 \ 


•4-œR 

■■ 

' » ' 
r -, 4. > • : 
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/A f 'B X y -heEy^ -t-/D x -\-fey -h-f? = o. 

dD -+-cD -t-cF H-^/F -f-eF -\-sS 

a F d E * -+- f R -f“ s Q + s R 

jM — 1— ^F -f-jpS — -+-rS ' 

qQ N ’ 

roS -f-rQ 

H-?R , 

-f-flS 

On égalera à zéro les coefficlens de x^y,x^y^,xÿt 
^^y iy^ ) ^y> y^y y > neuf équations du 

premier degré serviront à déterminer B , D, E , F, M, 
N , Q , R , S. Les valeurs de ces lettres étant substituées 
dans les termes qui resteront de l’équation précédente , 
on aura une équation finale de cette forme 

AA'.v^ + AB' a:’ -h AC'.v*H- AD' x^ AE' = o,' 

dont on pourra diviser tous les termes pKir A j A' = o 
sera l’équation de condition pour que Féquation finale 
ne soit'qile du troisième degré. On trouvera facile-, 
ment ensuite l’équation finale en ^ , et le problème 
sera résolu. 

176. Nous n’entreprendrons pas les éliminations 
précédentes , à cause de la longueur des calculs., et nous 
nous contenterons de discuter le cas particulier où l’une 
des équatiôns séroit du premier degré. Nous ferons 
m = O , «= o , P = o ; et 'parce qu’alors A = d , 
B = O , E = O , les neuf équations seront réduite^ i 
celles-ci , 

cD-+-rN = o, D-t-rM-f-9N = o,cE-hrR=o, 
b F — f- e D “4” s N — f- T Q -4- ^ R = o , \ 

« F- 4 - J R -f- rS — O. 
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II est naturel de supposer D , M , N nuis, ce qui réduit 
nos équations à trois , desquelles on tire 


R = _:LF,Q = '-i^^F, S = 

On mettra ces valeurs dans l’équation finale 


(jF-h^Q) x*-f-(</FH-jQ-+-9S).v+/FH-jS=o; 

et , après avoir divisé tous les termes par F , on aura 

(ar’-hc^* — ^qr) x^-+- {d i c q s — eqr — brs) 
X +/r* -H CS* — e rs = o , 

qui est celle qu’on trouvoit en mettant dans > 
a x^-\-l>xy cy^ -{- dx ey -{-f= O , 

pour y sa vale’ur — 

( ' . * 

Cet exemple suffît pour faire comprendre combien l’é- 
limination deviendroit pénible , si on avoir un plus 
grand nombre d’équations , et sur tout d’équations plus 
élevées que le second degré. Aufli les Géomètres qui 
ont entrepris de serpblables travaux , dans l’espérance 
d’arriver à la résolution des équations du cinquième 
degré ( n'’. 148), ont-ils été forcés d’inventer de nou- 
veaux signes pour diminuer la longueur énorme des 
calculs. 11 seroit fort difficile de faire connoître ces dif- 
férens moyens sans entrer dans des détails que dès élé- 
niens ne comportent pas. 
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QUATRIÈME PARTIE. 


DE L’ANALYSE INDÉTERMINÉE. 

V 

Des Problèmes indéterminés du premier degré. 

177. U N problème qnl dt’pendroit de la seule 
équation ay =. b x c ^ qui renlerme deux inconnues 
y OX.X ^ seroit indéterminé ; il seroit susceptible de plu- 
sieurs solutions. Or , <7 , , c étant des nombres entiers, 
positifs ou négatifs , on demande tous les nombres en- 
tiers positifs ou négatifs, qui, étant substitués à j et ar, 
peuvent satisfaire à cette équation. 11 faut dabord pré- 
parer l'équation , en divisant tous les termes par le 
facteur commun, si 77, A, c ne sont pas premiers 
entr’eux ; cette division faite , si les coefficiens de y et a: 
ne sont pas premiers entr’eux , le problème esc im- 
•possible ; car dans cette hypothèse un f ouvra les repré- 
senter par hm et im, et l’équation deviendra hy — ix 

— ■ -L laquelle on ne pourra pas satisfaire , en met- 

tant pour y et AT des nombre entiers. Ainsi nous suppo- 
serons que. a-. A, c et a, A, sont premiers entr’eux. 

Ôn tire de l’équation proposée y = j si A esc 

plus grand que a , oiï divisera A par a ; soit — = h 

-f- — , on aura^ =s h x . Mais — 
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doit être un nombre entier , on l’égalera à ^ , d’où x 

= i en divisant a par 3 i , si ^ = A i - 4 - ^ * 

l’équation précédente deviendra x =. h i q-\- — - . 


On fera - ' - , qui doit être un nombre entier, = r, 
d’où q = ; Soit ^ == A Z -h ^ , l’équation 

r 

* 1 r 

précédente deviendra q = h x r ^ ^ On fera 

Sir-l-ï 1^^ «1/ — e •_ <*' t I 

— ^ = J , dou r = — i SOU f^ = A J 4-r. > 


l’équation précédente deviendra r = h^ "1" “TI — * 
On fera ^ ^ ~ ^ ^ J ‘i’où s = j soit ~ 


A4 -h—, l’équation précédente deviendra i=A4t 


r-h‘ 


a 1 


. Faisons encore ^ ‘ 

4 A 


soit = A 5 + ^ , l’équation ptécédehte deviendra 
r = A 5 a 4- Si c 3 = i , l’opération est ache- 


vée j on fera ~j~ «1 , et on pourra prendre pour m 

tel nombre entier qu’on voudra , positif ou négatif. 
Alors 

«s=A 3 m4-c, r==A5a4-«,j = A 4 r 4 -«» 

r=h^ s c i q=^ h XT s i X =^hi q-^ f y 

y =zhx-\-q. 


I 
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DE l’Analyse mathématique. 17J 
H est à remarquer, comme nous l’avons déjà fait 
,( n°q 1 ) , que par la suite des opérations est déve- 
loppé en fraction continue 



A 5 4- , ' 

*44- etc. 

178. Je prendrai pour exemple le problème suivant: 
trouver un nombre qui , étant divisé par j 5) , donne 
un reste 163 et qui, étant divisé par <^6 y donne un 
reste 17. En nommant N ce nombre , on aura les deux 

équations ^==>'-+-Tl,|^ = Ar-f-^,^etA: étant 

des nombres entiers positifs. Donc ^9 y = 56 x 

-+- 1 1 et ^ =ï '*♦ Ayant développé en frac- 
tion continue , je trouve h = i,hi=iyhi = j , 
A3 = ly h ^ = zj partant ^6 = b i et Ai 

= i7i 35^ == 2.-I7 4 -û 1 et a 1 = 5; 17 = 3.5 
-l-AzetAi=xj5 ^z.z- 4 -az etai=: ij 
2 = i-+-A 3 etA3=o. Donc a = 1 1 , t = m , 
s = 1 m-[- ii,r:=5/n-hii,^ = 17 m jy ^ 
x==39 TO-h i 7 <j,_y = 56 ra-f- 253 ,N 3 =zi 84 /« 

“ 4 — 3 * ^ 

^ * • 

Pour avoir la moindre valeur possible de N , il 
faudra prendre pour /tz un nombre entier négatif , tel 
que 1184 /n soit moindre que 98 î 3 , et en diffère moins 
que si l’on prenoit tout autre nombre. En supposant m „ 
= — 4,onsatisfaitâceue condition , et onaN=.H47, 
On fera donc successivement m égal d — 4 , — 3 , 
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— 1, — 1,0, i,z, etc. , et on aura cette progres- 
sion arithmétique 

ii 47 > Jîji > 55 ‘5 > 7 ^ 99 » 9883 » etc., 

dont le premier terme est 1 147 , et la différence 2184. 
Chacun de ces nombres a la propriété de donner im 
rcite , étant diviié par 39 , et de donner un 
reste 17 , étant divi.é par 5 (J. 

179 S’il y avoir un plus grand nombre d’équations, 
le nombre des inconnues surpassant celui des équations, 
on rameneroit le pi obléme au précédent , au moyen 
des méthodes d élimination. Il suffira d’un seul exemple 
pour inJiquei la manière dont il faudra s’y prendre. 

On sait que quarante-une personnes , hoiTimes , 
femmes et en fans , ont dépensé 741 francs; chacun des 
hommes a df-pensé 24 livres, chacune des femmes 
19 livres, et chacun des enfans 10 livres; on demande 
combien il y avoir d’hommes, de femmes et d’enfaiis ? 
Nommons x le nombre des hommes , y celui des 
femmes , et celui des enfans ; on aura les deux 
équations 

.v- 4 -^- 4 -Î = 4 I> 2 - 4 -v-+- i 9 >'-+- 10^=741. 

On tire de la première ^^ = 41 — y — X,ez mettant 
cette valeur dans la seconde , ' ' 

5 J -4 - 14 f = ^43 . d’où^ = . .. 

En développant ^ en fraction continue, je trouve 
h — t,hi = i, h i — Aÿ partant 1 4 = 2 . 5 -+- i 3 i 
et^i = 4 ; 5 = 4 -H<ii et< 7 i = i ;4 = 4-|-^2 
et è 2 = O. Donc 

9 = 143 — 4 ''>? = 5 '' — i 43 >>'= 3 •^45 — 14''» 
•ar = 9r-h4i — i>i43- ^ ' ' ' 
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Noifs remarquerons que 5 r — 243 = 5 ( r — 48) 
— 5 ; soit r — 48 = /?z , les valeurs de x se 

présenteront sous cette forme plus simple 

î = 5'" — 3 »y= 57— , X = ^ m — y 

et il faudra prendre pour m tous les nombres entiers 
positifs , qui , étant substitués dans ces expressions , 
rendront , J' J .v des nombres entiers positifs'. 11 esc 
évident que puisque 14 m doit être moindre que 57 j 
on aura la plus petite valeur possible de ^ , en faisant 
TO = 4. Cette plus petite valeur est i ; les valeurs cor- 
respondantes de \ et ,v sont 17 et 23 . En faisant succes- 
sivement m égal à 3 , 2 , on trouve pour , 12,7, 
pour y y 15, 9 , pour Xy 14 j 5. Quant à m = i y il 
n’est pas admissible, puisque 9 étant moindre que 1 3 , 
il donneroit pour a:. un nombre négatif. 11 n’y a donc 
que trois solutions possibles , dont voici le tableau , où 
les valeurs correspondantes sont dans la même colonne 
verticale : - ' ■ • - ' . ^ 

valeurs de . . . . 1 17, 12, 7 , 

de y • I > 15 . . 

de a: 23,14, 5. 

Des Problèmes indéterminés, du second degré. 

180. Toute équation du second degré à deux incon- 
nues , peut-être représentée par , 

# 

a .Jf-by x-\- C x^ dy. e X f — O’y 

on propose de trouver les valeurs rationnelles de yetx 
qui peuvent satisfaire à cette équation. On la mettra 
d’abord sous cette forme 

ay'-\-‘{bx-^d)y=. — cat * — ex — /; 
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puis, ayant multiplié les deux membres par 4 a* et 

ajouté à chacun ( ^ a: -+- d )* , on aura 

4 ->r {l> X d) y,-\- ( ^ X -H T = 

[bx-\-dy‘ — 4 a ( ca:* - f- ex -+-/) , 

dont le premier membre est un quarré parfait. En 
'^extrayant la ratine quartée de part et d’autre, on en 
tire 


xay-\^bx-\^d — + '^{bx+d)'- — 4aCc*^ 4-e* +/)• 

Onkxzl'—^ac=rn,tbd — ^ae=n,d* — ^af=p, 
et la question sera réduite à trouver les val eurs de x j qui 
peuvent rendre rationel -ÇlTx-{-p. 


Soit y^OT** -f- nx ~ “ A 
mx^>-H/Jx = t<* — P t 

4m^x*-h ^mnx-{-rP~^mu*-^ /^mp-jrn\ 
d’où l’on tire 

Z / 72 ;c-+-«==i i 

et le problème ne dépendra plus que de rendre ration- 
nelle y'Aa' + ' » 

où h = 4 ;n et i = — ^xnp -4“ «*« 

181. Si A a* -h i peut être décomposé en Éicteurs 
-4- r , Jü -+- f , en sorte que 


/i ^ s , i =3rf , çr H- TA = O , 
onfeta( çtt- 4 “r) (stt-l~ t)== (?“- 4 -^)’ï*» 
d’où l’on tirera ja -4-r = ( ja-h r ) 


r$ 


SU 
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SU t = — conséquent ' , 

( +> ) ( +.0 = î ‘ [ • 

On a donc y/k + i = i. / 

f ' 

quantité rationelle si r, s ,t sont ' ratîonelles. 
Si , m étant positif, n* est plus grand que mp , les 
de^ix facteurs de hu^ -\- i seront imaginaires. Dans la 
même hypothèse , les facteurs de, mx^ nx p 
seront réels 'j et si on les représente par Qa-4 -R, 

S ar -4- T , en.prenant 

/ 

/ — i — ; i, Rs^ — QT 

y/mx^ nx^^p^X. ' 


181. Pour éclaircir ce que nous venons de dire par 
quelques exemples , nous nous proposerons , première* 

ment, de rendre rationelle la formule y/e'- i. 

Les deux facteurs de e^x'^ — i sont car’-4- i , <r a: ^ — i j 

<îonc Q = S = e , R = I , T =— I , a:= , 

^ ex' — I 7:^' rendre rationelle 

-f. I , on la supposera=ï= a , d’où at* = à* — 1 7. 


Qn rendra rationelle — i èn faisant « = ^ 

^ ' * 
et on aura i == j partant À: = ^ , 


y'.-T^r+T=fc+^- 


M 


% 
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Les facteurs de 6 + 3 1 x -H j 5 » sont 

*3 .V -h 5 , 1 X -+- 7 > Q = 3,R=5,S=x; 

, ' I !*■ ' — 7 

T =7. On a pat conséquent = 


at‘ + 51 -* + 3 ^ = J î'-i* 

Si l’on proposoit 9 x* -h 30 x + 74 dont les deux 
facteurs sont imaginaires , on auroit /n.,= 9 > ^ 3 ° > 

P = 74 ^ d’où h = 3 <j > i = — “ 17^4 ( 4 ^ ) • 

Les deux facteurs de 3 6 a* — (4x0* seroient 6 u — 4 x et 

(S tt + 41 3 donc q = s = 6 i r = — 4X, r — 4X, 

» 


U = 7 (4>-)* — 


On auroit donc 1 8 x 30 = 
14 r __ s 

r — }(î‘->) J » 

\ 






dont la racine quarrée seroit 7 p-Ér* . . . , 

183.11 sera facile de rendre rationellés les deux 
formules y/ e- x- + n x P et y/m n-x-|-«* • ‘ 

Pour la première on fera 

x‘4-n* -+-P = ex-\-X»à’oùnx-hp — lex^ 
-f- ?* , En faisant cettê substitution dans 

le radical , on le change en cette quantité rationelle 

I ' ^ ' 

• On supposera y/m x* + n.x + 1 ^ 
et on aura /n x* + « x = x e x -h x* ; divisant parA^i 
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il vient mx -f- «= 4- d’où x = 

La substitution de cette valeur change le radical en 

cette quantité rationelle Relativement à 

jcette dernière transformation , nous- remarquerons que 
si par quelque tâtonnement on parvenoit à trouver un’ 
nombre / qui rendît la formule générale un quarré 
parfait, en faisant x=:f-^- Z , on changeroit mx* 
4 - « r H- P en celle ci mZ* if m ■+■ n)Z-i- m f* 

4 - nf-^-p;donz le dernier terme est un quarré, et 
qu’on peut rendre toute entière un quarré , par la ttani- 
formation dont il s’agir. 

184. Le cas le plus simple est celui où m -\-' n p 
seroit un quarré e*, où l’on pourroit rendre rationel 

\/m -j~ n X -\~p en faisant A* = i j alors on suppo- 

seroit x= 1 -+-Z, et le radical deviendroit 

y/mZ»- + ^iOT-f-/i)Z4’‘fS qu’on rendroit rationel en 
' le supposant = e -|-^Z. Si/n4~p — n est un quarré e*, 
on fera x= — i 4 ~ Z , ét le radical proposé sera 
changé en, celui-ci Z* + (« — z /n) z + e‘, que, de 
même que le pré^iédenr, on rendra rationel en le 
supposant = eH- ^Z, Dansées autres cas, il faut 
beaucoup d’essais avant de trouver la valeur de/ Si, par 

exemple', on avoir ^ d- 7 x — ' s", on ne trouveroit 

qu’après avoir essayé quelques nombres ,- pris tant en 
plus qu’en moins, que la substituuon de 4 au lieu 
de X rend 5 Jf* 4~ 7 ^ — . 8 = 100 ; on feroit en con- 
séquence AT = 4 4- Z., et l’on auroit à rendre rationel. 

ÿ^y Z'-f-49Z-f- 100. Pour y parvenir, on égaleroic ce 
radical à, 10 ■+‘\Z, et par-ü il jeroit changé en cette 

Ma' 
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' quantité 7— ^ ^ 

devient — 4 i alors Z — — 7 , a: = — 3 *, et h 
substitution de cette valeur de x dans 5 jc* -h 7 a: — 8 
la rend = 16. Voilà par conséquent deux nombres 
entiers — 3 et 4 , qui , substitués à x , rendent 5 a:^, 
-f. 7 X — 8 un quarré. Comment trouver tons les 
nombres entiers qui ont cette propriété? Nous nous 
occuperons bientôt de cette question. 

185. Je suppose que m a:* +, nx-^p, dont les fac- . 
teurs sont irrationels , et où ni m ni p ne *sont des 
quartés , peut être partagée en un quarré ( A-4-i a: , et 

un trinôme qui a pour facteurs r-3-^x,r + jA:,A,i, 
q , r,SfC étant des nombres . rationels 3 c’est-à-dire que 

■ -^nx-^p = (A-+-1 *) 

t * , 

On égalera ce radical à A -+- i.v -h ( r ) ^ , 

d’où l’on tirera (r-+-^Af)(r-l-jA:) = z (A-f-ÎA:) 
[r -\-qx) -h ('^ -+- Ÿ ^ ï* > et divisant tous les ter- 
mes par r-)rqx,i-\-sx—x {h + ix) i~\- {r -\-q x)i*. 

< * \ 

Donc X = ; en substituant cette valeur 

on change le radical en cette quantité rationelle 

{hq-^ir) J — il . 

t—iil' — qq’’ • 

Ainsi le radical +joa:-+- 44 étant décomposé 

de la manière suivante 

V'Ci^ + 3)"H-(4* + J) C i* + 7) > on trouvera 

X = et pour quantité ratîo- 

nelle, qui est la valeur de ce radical. Nous remarque- 
rons que la supposition de ^ = — i donne a;= — 4, 


! 
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et que la substitution de cette valeur rend 1 1 5 o 

-*fr 44 = j 6. Soit X = — 4 -h Z , on aura 

12 . -f- 5Ô X 44 ^ 1 ^ ^ — 4^2 ^ 6 , 

J égalerai le second radical à 6 -h Z et j’obtiendrai 

i 

cette autre quantité rationnelle 

1 8 6. Puisque nx -\-p doit être un quari;é , 

on peut supposer ot ac* -H n jf - 4 - /? = :{* ; et si / est 
une des valeurs de x propre à rendre ce niultinome urt 
quarré , on aura aussi ot/* -H» nf -\-p = ■ otant la 

seconde équation de la première , il vient 

i • ’ • ^ V . 

•m (;x^ — f^)-\-n{x — /) = f — 5% ou 


mi^ -+-/) ■( x—f) -hn{x —f) = ( ï -h# ) (î — 
ou mênie encore 4 — LZ£* • . • • • 


t+s < 


A 


, on aura aussi 


t — f B.. 

~ A» 


, piirtant ... ^ 

Otant l’une de l'autre , on en tire 
Z ^ A B = ( 772 A * — B' ) X -t- ( OT -1- B* ) /-h fl A* , 


et par conséquent 

i^AB — fm A» 4-B»)/— nA*>.^ 

^ »TA»+Bî ' * 


^ (m A" -j-B’- ), — A B f I 
mAi— >. » 


M 3 
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Pour avoir les valeurs de x er en nombres entiers , la 
supposition la plus simple esc de faire m A* fi* égal 
à ^ I ou à — I. On supposera i°. ,m A* — B* == i, et 
on ayia ' • ' , 

f = 2 P AB — (/n A* 4- B*) y* — «A*, 

^ = ^ (/ 72 A*-f-B*) — AB ( 2.OTy4-/2) ; 

2°. /«A* — B* — I , et on aura. ‘ ; 

X Ji A* - 4 - ( m A* 4 " B* ) y*.““ ^ S * I . 

ç = AB(zot/+o) — ^(/nA* 4 -B^)« 

Le problème est réduit à*trouver pour A deux nombres 
entiers , dont l’un doit rendre /n A* — i un quarré , 
et l’autre to A* -f- i. 

187. Nous prendrons pour exemple le trinôme 
5 je* + 7 — 8 du n° 184, qu’il s’agit de rendre un 

quarré en nombres entiers. On aura 02= 5 , n =,7 » 

P — — et les deux équations - . - 

5 A* — 1 = B*i 5 A* 4- I = B* , 

auxquelles il faut satisfaire en nombres éntiers. Pour Ja < 
seconde, A = 4.rend 5' A* -4- i un c}uarré 81 j ainsi 

B = 5> ,272 A*- 4 -B* = i^l , n A* — M2 , AB =;3(î J 

on a*p^r conséquent , 

je =i= 1 r 2 4 - 1 7i t’= 3 ( ‘ o/-l- 7) — I 

On mettra pour/ et g leurs valeurs 4 et 10 , et on 'aura 
>r= 3 — 81. Ces valeurs de x et 4 , on les 

mettra pour/ et ^ dans les mêmes équations , et on • 
aura AJ = 4,4= 10 ; nous ne trouvons donc encore 
"^que 4 ef 3 tî à substituer â x pour rendre 5 je* 4- 7 a: — 8 
un quarré. '■ • > 

Mais rien ne détermine le signe de g. On peut le 
prendre négativement , et avoir 
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xi=iiz-M6i f-^rlig^y—h^ («o/-H 7 )-Hi<îi 5 '/ 

où l’on mettra d’abord pour f ti g y 4 et i o , et on 
aura x = 1476 , :{ = 3 30z. Ces valeurs de >: et 3^ , 
ou les mettra pour /et o- dans les mcmçs équations , et 
on aura x = 47 5 491 J î= 1068134. En continuant 
dé la même manière , on trouvera une infinité de 
nombres entiers 'propres, à reixdre j a:* M- 7 a: — 8 un 
nombre entier. ^ ' 

On rendra 5. A* — i un quarté, en prenant A = i , 
ce qui donne B = 2 ; partant /n A‘ -h B* = 9 ,./? A’=7* 
A B = 2. En substituant ces vareurs , on trouve > 

f ==4^ — 9/— 7 ,î= 9 ^ — iC.ïo/-l- 7 )> 

où l’on mettra d’abord pour / et ^ , 4 et' i o , et on 
aura x = — j =~ — 4. Ces valeurs de a: et ç , on 

les mettra pour f et g dans les mêmes équations , et ü 
viendra x — ^,'X== 10. Mais en prenam g-avec 
le signe — , ces équations se changent en celles-ci , . 

x = — ^g — 9/— 7 > î = — 9 g — i Cio/+ 7 )*^ 

) 

qui donnent , en y substituant pour/, et g, — 3 et 
— .j^,x= 36, 1=82. On mettra ces valeurs 36, 
82 au lieu de/ et ^ dans les mêmes équations, ce qui 
donnera jf = — 659, ;{=— 14723 et on trouvera 
de cette manière une autre série de nombres entiers 
qui résolvent le problème proposé. 

188. Si noüs prenons , pour exemple 8 .t* -4- r 
rious aurons m = 8 , n == o , p = i. Nous remarque- 
rons ensuite que x = Q tend toutes les fonctions pa- 
reilles au quatré lorsque le second terme est un quarté; 
nous partirons donc de la supposition de /= o et^;=i,, 
et nous nous contenterons de discuter le cas qÙ A et B 
sont donnés par 8 -4- t — B*i Or , A = i, rend 

jA*-h.i. un quarré 9 ; , nous ferons donc A =5= t , 
■ ' ■ • ' M 4 . 
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B = 3 J et , à cause de wi A* -H B* = 1 7 , AB= 5 , 
nos deux équations deviendront 

t - ' • 

’ _\x= lyf— 6g ijg, 

'S 

r i • * i 

desquelles nous tirerons , en mettant pour /et o et 
X— — <>,:{ = — 17 ; on mettra ces valeurs 
f— <j «t — 17 pour / et ^ dans les mêmes équations , 
et on aura .v= o, = i. Mais en changeant le signe 
de ^ , ces équations deviennent 

x—i7f-\-6g,i = ^%f-\-l-jg:^ 


d’où l’on tire en faisant /= o ^ g = i , pour et ^ 
ces valeurs 6 et 17. Faisons ensuite f= 6 ^ g = lyi 
et nous aurons x == 204, 577» Pour avoir la so- 

lution suivante, nous ferons/=204, g=i^yyy ce 
qui donnera A'= (Î9 50 , ^ = 1^601 , etc, 

1S9. Lorsque n = O , on a - . , 

' ■ ’ ■■ - ^gAB-(mA> + B>)f ■ ' ■ • 

• ~ — mA ‘— .1 . _ - 


: . ( m A.* 4~ g — t ABm f , J 

2 m A* — B i 

r* • 1 A B TLT M A* -4— X jf 

ÜTA'- — B» ^ —B» ^ > 



on aura M* — ra N* = i , ou /n N* i = M* j ayaht 
satisfait à cette équation en nombres entiers , oh 
mettra les valeurs de M et N dans les formules 


x = Ug—MfyX—Mg — MNfy 

\ 

et ensuite dans celles-ci , 

x = Ng X =^}Ag . 

et on aura tomes les solutions de mx* -h i = e* 
aombtes entiers. 
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Si 772 = 8 , on prendra N = i , ' M == 3 ; alors 
x = g — î = 3^ r— 8/, où si I on fait'/= o , 
^ = I ,‘on aura x — \ = j ; si l’on- fait/= i , 

^ = 3 , on aura at = o , :^ = i 3 nous passerons 
donc aux deux "autres équations. Elles deviennent 
x—g-^-^fy 1= 3^-3- 8/, dans lesquelles nous 
ferons d’abord /= o , ^ = i , ce qui donnera a: = i , 
= 3. Soit fait, ensuite /= i = 3 , et nous au- 
rons x =6 , :j= 17. En continuant de la même 
manière , on mettra pour/ et g ces valeurs 6 et 17, 
et on aura a:=35 , X — 99 > mettra 3 5 et 99 
'pour f et g , et on aura x = 204 , :( = 577 3 on 
mettra 204 et 577 pour/ et g, et on aura x= 1189, 
s'=33(>33on mettra ces deux derniers nombres pour 
f et g t et on aura a: = 6930 , = i9<>oi 3 et ainsi de 
suite. 

1 90. Le problème est réduit à trouver une valeur de 
X, autre que o, qui rende rn a;* i un qtiarré. Nous 
nommerons le plus grand quarté que m renferme, 
et nous supposerons , 

1°. 772 = e* -4- I : nous ferons y/ ( -f- i ) x- + i 

= ex-h P , d’où a:* — lepx =p ^ — 

x = ep :ri- y/(z- + i } — i. H est à remarquer 

que X est plus grand que lep , et qu’en conséquence 
on peut supposer x = icp-\-q , 

d’où = — I, 

— iepq = q^-\- i,et p=^eq-\- q^+i. 

On rendra ' rationel ce dernier radicçl , en faisant 
9=0, ce qui donnera /7 = 1 , a: = 2 e, et 

mx^-h i —'{ c* -f- I ) 4 c* -h I = ( 1 - 4 - I )■*. 
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Donc lorsque m=^t^-\-iyX=^xc rend mx^->r i 
un quarré. 

1 ®. « = e* H- i : nous ferons + 

ex P y d’où ijf* — xep X =■ i ytx. 

XX =1 ep -Jr y' ( «» + i _ x. 11 est évident que 

XX est plus grand que lep., que nous pouvons faire 

X = ep q , laquelle substitution donne . 

. 5 " 

ep~\-xq—\/{e'^Jf-i) p^ — t,p ^ — xeqp3= xq^-hl 

et p = eq y/ie’- + i)q^ + 1 - On fera q = o y et 
on aura p= i ,x = ey mx^-^ i =(^*-1- i) e*-+r i 
( e* H- I )* ; donc x = e rend mx^ i un quarré , 
lorsque /?? = e* -4- a. i , 

1 9 1 . Nous supposerons = c* -f- n , et 

y/(e» + n)*' -^-i = ex -f-/J , n x^ — xepx-=p^ — 1> 
d’où nous tirerons nx — ep z= y' ( e^-f~n «. 
Ainsi n x'^ ^ep ; nommons ^ le quotient de ^ , j’en- 
tendrai par-li le plus grand nombrè entier -contenu 

, . f- ' 

dans V > uous supposerons x = Zp q y et faisant 
» ► 

pour abréger i-4-i^e — — e == b , 

nous aurons ap^ — ~'nq^ i , d où nous 

V 

tirerons ap — bq = y^ («* + «) j* 4- a. Ainsi ap"^ 
{e-\- b) q ; soit v le quotient de ,.oh supposera 

^ p= y ^ -h r , et. faisant pour abréger .J ^ i .. 
ir-f- c* — ( av — b y = a c I av bi^ d j Oii aura 

cq ^ . — zdrq = a.r^ — i d’où l’on tirera- ^ * •' • '• 
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«q—r drr= u)r* — •«. Ainsi '^(e-4-i)r; 

soit ^ le quotient de , on supposera q — i~ r-\~ s , 
çt faisant pour abréger 

4 % ■ ' • \ 

n + 6* — (c<^ — d)*=cA, c<^ — d = i , on aura 
hr^ lirs =: cj* + i , d’où l’on tirera 
Ar — w = v/ Ainsi A/-'^(£-l-i) j; 

soit I le quotient de , on supposera 

I 

et faisant pour abréger ' 

n -f- £* — ( A « — ' i )’ == A H , A I — i = 1 , on aura 
H J* — 2lfj=At* — I , d’où l’on tirera ! 

H J — It = y/ ( /» _ H. Ainsi 

( c H- I ) f ; soit A le quotient de , on supposera 
J = A t -h « i et après avoir fait pour abréger ’ 

• * V P* 

n+e* — (Ha — I)* = HK, Ha- — I=L,on 
aura Kt* — iLat = H a* H- i, d’où l’on tirera * 

K t L U — %/ ( n ) K • 

Ainsi Kt'>(«H-L)a; soit /* le quotient de , 

on supposera t =Va + U ; et après avoir >fait pour 
abréger /i -f- e* — (K ^ — L)‘= K M , K ^ — L= N, 
oh aura Ma* — 2NUtt = KU^ — i , d’6Ù l’on 

tirera M « — NU = V'TÏÏT « ) U* — M. Ainsi 


1^8 ■ Traité élémentaire’ 

\ 

Ma'^(c-HN)U; SON v le quotient de îi? ôn 

supposera’a = V U H- X j et après avoir fait pour 
abréger a -f-c* — (v M — N)* = M P, vM -t~N=Q, 
on aura PU‘ — iQXU = MX*,-hi, d’où l’on tirera 

' PU — Q X = y/ Ce* + 71 ) X*-Fp. Ainsi PU 

( c H- Q ) X J soit X le quotient de , on suppo- 
sera U = a-X-|-Y,et après avoir fait pour abréger 
n -h — (’^P — Q )* = PR , ’tP — Q = S , 
on aura RX* — iSYX = PY* i, d’où l’on tirera 

1 J - 

R X — S Y = y/(e* + n) Y* — R. Ainsi R X 'V . 

( c -f- S ) Y.j soit i' le quotient de , on supposera 

X=çY + Z, et après avoir fait pour abréger 

— (jR— S)*=RT, çR— S = V, 

, «onauraTY* — z V Z Y = RZ^-|- i 

d’où l’on tirera T Y — V Z = \/ ( e*- '-+- «) 2‘ -f- !'• 

Après un certain nombre d’opérations , si on est arrivé 
à une équation dans laquelle T soit l’unité positive , le 
problème est résolu. On y fera Z = o , ce qui donnera 
Y = 1 , etde suite X =ç,U=«'«+i, a = v U-t-f , j 
I ==^a -h U a,r = , J -f-f , <7 = J'r-f-V, j 

p==ya-\-rtX==^p-\-^. Nous allons éclaircir cette 
^Tiétliode par qvielqups exemples. 

19 Z. Si l’on proposoit y.v*-!- i , on feroit e* = 4 , 
es=: 1 y nx= 5, et on auroit f=i,<r=Zj b = 1 , 


I 
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y=i,c=5,<^ = 1,^=1, /i==i,i=z; tout 
se réduiroit I faire j = o dans l’équation 

r — Z j= -|_ 1 jd’oùl’ontirerolt r = i >^=i > 

/> = Z , A* = ; , et par conséquent que la substitution 
de 3 pour x dbir rendre 7 a" H- i un quarré. 

Si l’on proposoit- 1 3 1 ,on feroite*= 9 ,c = 3 , 

« = 4 , et on auroit Ç=i,a = 3,^z=i,y=i, 
c = 5 , d= z; J'= i , A=4,i= I ,s=i, H = I , 
l==3,A = (î,K = 4 ,L= 3 ,i>‘==i,M= 3 , 
N=i,-v=i, P= 3 , Q = Z, = I , R= 4, 
S=i,ç = I ,T=i,V = 3. Tout se rédiiitoit à 
faire Z = o dans l’equation Y — J Z = y/:3 
On en tireroit Y=i, X=i, V = z, «=3, 
t=5, j=33,r='38,ç=7i„p = 109, 
a: = 180 3 et en substituant 180 pour x dans 
I 3 Af^ -+• 1 , on le rendroic un quarré. / 

Nous prendrons pour troisième et dernier exemple 
1 9 .V* -h I . On fera e* = 1 6 , « = 4 , n = 3 , et on 
aira f=z,a=5 , ^=z,y=i,c==z,d=3, 

3 , A =.5 , ^ = 3 -J « = I » H = 3 , I = Z , 
y=z,.K = i,L = 4. Le problème sera réduit à 
faire u nu! da is l’équation t — 4a = y/ -f- 1 3 et 

on en tirera r = i,j=z, r = 3,^ = ii,p=i4, 
a: = 39 3 ainsi 39 est le nombre à substituer à x pour 
rendre i 9 AT* -f- 1 un quarré.' 

• 193. Ce qui précède bien entendu ,, on voit que, 

pour rendre la formule mx^ -\-p un quarré en nombre 
entier, il faut la faire dépendre de formules plus sim- 
pjes , où OT et dirninuan: continuellement , on 
arrive enfin à une formule dans laquelle l’un des deux 
nombres m ou p soit l’unité positive ou un autre nom- 
bre quarré positif. Ou supposera, dans la suite des cal- 
culs , que ces nombres sont dégagés *des ficteurs 
quairés qu’ils peuvent contenir, et lorsqu’on aura trouvé 
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de cette manière une valeur de a: , on la multipliera 
par une fraction , dont le numérateur sera la racine du 
facteur quarré de p , et le dénominateur la racine du 
facteur quarré de m , pour avoir la valeur de x , qui 
convient à la question. Si l’on avoir , par exemple » 
8 a:* -H 65’, comme- 8 a pour facteur 4, qui 'est un 
quarré j et 5 3 pour facteur 9 qui est aussi un quarré , 
en faisant abstraction de ces quarrés , on ne s’occupe- 
roit que de la formule z x* -V 7 > qu’on rendroit un 
quarré , en faisant x= 3I On multiplietoit ensuite 
cette valeur de x par la fraction \ , et l’on auroit x = f , 
valeur qui , étant substituée dans 8x^H- 53, tendtoic 
cette formule un quarré. ^ ' 

1 94. Les coefficiens m et p étant dégagés de leurs 
facteurs quarrés dans la formule «2X* , comme jf. 

peut être une fraction , nous supposerons x = '~iy 

U étant des nombres entiers premiers entr’eux , pour 
que la fraction soit réduite à ses moindres termes; nous 

aurons /n ^ -4-p, ou H- P a* qui 

doit être un quarré ; nous aurons donc à résoudre l’é- 
quation ■+• p/i* = J oùy , « J :{ doivent être 
premiers entr’eûx. Il faut aussi que u et m ^ '‘y et p 
soient premiers entr’eux ; car, si a et m avoient un com- 
mun diviseur d ^ on pourroit supposer = 

aei b étant des nombres entiers , et on auroit la formule * 
b dy' -h P û* , où J et ad doivent être premiers en- 
tr’eux, où bd ne contient aucun faCteur quarré, et qui' 
ne pourroit être un quarré qu’étant divisible’ par <2- , 
au lieu qu’elle ne l’est que par d. On démontrérà de* 
la même manière que y et p doivent être, premiers 
entr’eux. , ^ _ 

195. Cela posé, je suppose m p , et ayant écrit 


-* 
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l’équation de cette autre manière , my^= — p y 
je remarque que nécessairement — /’^t^doit être 
divisible par m. Or , puisque u et m sont premiers 
entr’eux , je puis supposer — mr,Aetr 

étant des nombres indéterminés , et ç* — pu^ devien- 
dra ( A a — mt )* — ( A * — P ) a* — xkmtu 

-f- nP t* J ou A* — P doit être divisible par m ; c’est- 
à-dire qu’il faudra trouver poui A un nombre qui ne 

soit pas plus grand que > lequel nombre rende A * — p 

divisible par m. Si ce nombre n’existoit pas , l’équation 
== î* — /> ne seroit pas résoluble en nombres 
entiers. Supposons qu’il y ait un tel nombre, et que 
A^ ; — P étant divisé pat m , le quotient soit M : on 
, aura A* — /j = /nM et/wj^( = — pu^) = mM.u' 

— %mh.tu-\-rrpL^ y qui , étant divisé par m , donne 

— lAra-î-nir*, dans laquelle M esc 

moindre que m , puisque M = où p est moin- 
dre que /» et A = ou que 

\ç)C. Si. M est un nombre quarté , l’équation pré- 
cédente pourra être résolue par lès méthodes que nous 
avons expliquées dans les numéros précédens , et l’on 
aura .la solution la plus simple en faisant r-nul et 
tt I. Mais si M n’est pas un quarré , on, examinera 
si ce nombre ne seroit pas moindre que p , ou sus- 
ceptible’de le devenir étant divisible pat un facteur 
quarré. En cas que cela fut j on multiplieroit tous les' 
termes de l’équation par M , et on auroit = M* a*’ 

— zAM/tt-h M/nr*, où l’on mettroit pour m M 
sa valeur A* — p, ce qui la changeroit en celle-ci; 

M^* = M*a* — zAMra -f- A*r* — =rr(M« 
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11 ne Vaglroft plus que de rendre pt^ pu 

P + M , ou, fakanc ^=x , P at'*+ M un quarré. 

* y I * A ,f 

Par l’hypothèse , M est moindre que p , ou s’il ne l’est 
pas, c’est qu’il' contient un facteur quarré , dont on 
peut le dégager y ainsi la formule p -f- M est plus 
simple que m -\-p. On opérera sur cette formule 
plus simple , comme sur la proposée', en rejetant-de M 
le facteur quarré qu’il peut contenir , bien entendu 
qu’à la fin du calcul on multipliera par la racine de ce 
facteur la valeur qu’on aura trouvée pour x'. Ainsi', dé 
rncme qu’on a réduit m p à. p x'^ M y on ré* 
duira px'* -4- M à Mx"* -4- M', celle-ci à M'x*'* 
*4- M" , etc. ; dans ces formules les nombres m y pi 
M , M' , M" , etc. , formeront une série décroissante 
de nombres entiers , qui ne peut point aller à Tinfirti; 
On pourra donc toujours terminer l’opération ^ et on 
arrivera à une formule /“X* 4- ç , où l’iin des deux 
coefficiens ^ ou ç sera un quarré , si la quesdon admet 
une solution en nombres rationels j dans le cas con- 
rraire , l’opération conduira à une condition impos<^ 
slble. . 

197 , Si M n’étant pas moindre que p , ne peut 
même le devenir étant divisé par un facteur quarré 
dans l’équation y' = M — 2 A ta 4“ t', on sup- 
posera = B f 4“ J ,. et l’on aura ‘ ' i 

' ' , 

y=( MB*— 2AB4-;n)r» — i(A — MB) tx 
4- M J*. 




On fera A — MB = C, m — lAB 4-MB*=i: 

C‘ — C*-P ,T ,,5 .. ' K ,i^k 

— — = N , et 1 équation précède* r^ 


M 


M 


deviendra J* = N t* — 2 C jr M i*. 


* En 
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En déceiniinant le nombre entier fi , de manière que • 

C ne soir pas plus grand que abstraction iaite des 
signes , on aura N moindre que M , car N= — 
où P est égal ou moindre que M , et G égal ou moin- 
dre que Y* On raisonnera sur l’équation que nous ve- 

, • f 

nons de trouver , comme nous avons fait dans le nu- * 
méro précédent j et on dira : si N est un quatre , elle 
pourra être résolue par les méthodes dont il s’agissoic 
dans le numéro cité ; si N , n’étant point un quarré , 
est moindre que p , ou susceptible de le devenir étant 
divisible par un facteur quatre , on multipliera l’équa- 
tion pat N. Elle deviendra 

, Ny = N‘r*— . iCNsr-h MNs%- 

où l’on mettra pour M N sa valeur C‘ — p \çt on aura 

Ny = N* r* — Z C N J r -+- C* i* — pi* 

' =(Nr--Cs)* — 

Ainsi pi* -f- Ny , oup ~ -f-N, ou , Edsant * = S , 

P S* -h N devra être ün quarré , et cette dernière for- 
mule, de la forme de la proposée, èst plus simple si 
les ccmditions sont remplies. Mais il est possible qu’elles 
ne scûem pas remplies , ou que N ne soit pas moindre 
que P , et ne puisse pas le devenir étant divisé par 
le faaeur quarte qu’il peut contenir. Alors on suppo- 
sera £=E.r -f- r , et l’équation se changera en celle-ci , 

y=(M — zCE-4-NE‘)j* — 
a (C— NE) r#-+-Nr. 
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On fera C — NE = H , M — 2 C E -+- NE* = 

— C* 4 -NM H‘ — n n . 1»' • ' 'J \ 

— = — Yi = P , et 1 equanon precedentd 

deviendra ^*=Pj* — iHrr-q-Nr*, dans laquelle 
si l’on détermine le nombre entier E de manière que 

H ne soit pas plus grand que ^ > abstraction faite des 

signes , on aura P moindre que N, car P = — 

*ôu P est égal ou moindre que N, et H égal ou nioindré 

que -7* On voit que P est moindre que N, N moindre 

que M , M moindre que m ; ainsi /n ; M, N , P, etc. 
^’on trouvera par la suite d’opérations que nous venons 
d’indiquer , formeront une suite décroissante de nonv- 
bres entiers. On arrivera donc nécessairement >à un 
nombre moindre que /> , et le prôblême sera résolu. > 

198. Nous prendrons pour exemple iiar’-f- 22 , 
que nous nous proposons de rendre un quarré> en mettatic 
pour X un nombre entier. Comme 1 1 esf^ que 22, 

nous ferons x = ^ , et nous aurons à résoudre l’équa- 
tion iiü*-h iiy^= Ainsi'/// = 22,//= II-, 
J = Aa — il f » où il faut déterminer A de manière 
■que À* ■ — Il soit divisible par 22 , en prenant pour A 
un nombre = ou que 1 1. A c= 1 1 satisfait à la 
condition j car 1*21 — 11=110, qui est divisible 
par 22 et donne 5 au quotient ; donc M = 5. Cette 
valeur de M n’est point un quacré , mais eUe est 
^ moindre que ;/ = 1 1 ; on aura donc à résoudre cette 
autre équation 1 1 r* 5^* = Pour y parvenir, on 
fera, ç' == A' y — • 1 1 z' , et il faudra déterminer A' de 
manière que A'* — 5 soit divisible par n , en prenant 
A' = ou<^ que-^. Or A'=s^»4 satisfait à la. condi? 
,,tion ; car 16 — 5 = j l est divisible par-n « etjdonpe 
1 au quQcknt ^ donc M' = 1 j et, comme cette valetu; 
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est un quarré, l’équation que nous trouverons en met-, j 

tant A' y — 1 1 r pour,:^' dans 1 1 5^* , 

seca facile à résoudre. Cette équation est 

i 

' iic*=ii>* — 88jt'-f- tzi t'*, . 

\ 

dont tous les termes peuvent ttfe divisés par ii. Elle j 

devient par-là r* = ^* — S y r' -h 1 1 t'* , où l’on peut | 

faire t ■= o et = i . On en tire r i , = 4. De 1 

plus (Ma — A r )* = pi* -h M^* = j donc 

. , 5 “~ “ = 4 » S *5 e*: “ == 3- ' ■, | 

Donc X = “ = 5 ; cette valeur étant substituée pour x 

dans 1 1 ac* -1- 11 » doit rendre cette formule un qnarré, 
ce qù’il est aisé de vérifier. 

199. On propose encore de rendre un quarré le 
trinôme 5X* -1-7X4-15? On fera ( n°. 1 80 ) 5 X* 

-+-7 Xh- 15 =AT*,eçon aura 10 X-I-7 =\/to*^ — ijr. 

Il s’agit donc de rendre un quarré 10 at* •— 25 1 , ou 
— r- 251., divisant le premier terme par 4, qui 
ést un quarré. Comme ' 5 est moindre que 151» oti 

saipposera x = y j et on aura à résoudre l’équation 

5, ii*— 25 I y* = \\ On fera :[ = Au — 25 i r , et 

if faudra déterminer A de manière que A* — 5 soit 
divisible par 251, en prenant pour A tin nombre 

*;= ou que 4 ^. Si je prends A := id , j’aurai 
A* *=c 2 5 6 , A* — 5 = 2 5 1 J qui est divisible par 2 5 i , 
et donne M = i. Cette valeur de M n’est point un 
> quarré positif /'mais elle est moindre que^= 5 , on 
'aura donc à résoudre cette autre équation 5 1* — 

J On fera === A' y —‘5 / , et il faudra déterminer A' 

''de manière que A'* 4^' i soit divisible par 5- , 

5 Àr'- étant == ou ^ Si l’on prend A' == 2 , on 

iiiiira A'*-'-l- i ■ = f i qui est ‘divisible par '5 ,t'ce qui 
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donne M' = i. Cette valent est un quarté’ positif; ’ 
ainsi l’équation qui proviendra de la substitution de xy 

pour dans l’équation 5 r* — y^- = ï * devt» 

être facilement résolue. Cette équation est - - ^ ■ ' j 

X — J _ 10 yi H- 15 ^ t'* , qin . '^ant divisée 

par 5 , devient û =>* — 5 ' ‘y- ’’ 

On fera t' = o et j = i ; on en tirera z— 1 , ? -y 1. 
De plus U 16 = ly donne u — — 14 i - 

y 14- donc 1 4 est le nombre à substituer a x 

pour rendre 5 .v* — z 5 1 un quarré. En le divisant par z , ' 
on aura 7 , qui est le nombre à substituer à pour 
rendre zo x* — Z5 1 un quarré. Ce quarté 7 i 9 -> a pouï . 

racine Z 7 ; donc 10 X -h 7 = 17 , et X = Z. 

1 00. Nous proposerons , pour dernier exemple, de 
rendre un quarré en nombre entier 30 - 4 - 6xX. 7 X% 
On l’égalera à a:*, et de l’équation . • - ' . . . i,. 

7X* — 6zX = 50 — JfS • - ;■ 

on tirera 7 X-j i=v/u7i-7*S tout est donc rédu’f 
à tendre 1171 — 7 un quarré en nombre entier. On 

fera x = — , et on aura à résoudre l’équation ; k . 

1 ,7 1 y- = 7 U* H- f . On fera ;[ = A « -ri- 1 17 r r , 

• V • _ > • ’r; 

et A devra être déterminé de manière que A* -f- 7, 
soit divisible «par 1171. En prenant A ='3Zi , on 
satisfait à cette condition , et on a le quotient M t=i= 8«. 
En le dégageant du quarté 4 qu’il contient, je n’abré-* 
oerois pas ; je le laisserai donc tel qu’il est , et puisqu’il 
est plus grand que p = — 7 > ‘^^os 1 équation j 


je ferai ( n“. 
celle -ci : y^ 


I ) H = B r -t“ ï j ce qui la changéri ,cn 

Z ’C^t4-;88 >V ~ ^ 
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• 'OÙ C = jzi -r- 88 b 1 n=— 

11 faiu déterminer. B de manière t]iie C ne soit p.ts plus 
grand que 44. Si l’on prend B =;= 4 , on aura C = — 51, . 
et N== 1 t moindre que M == 88. Mais N n’est point 
un quarré , il n’est .point moindre que p = — 7 j on 
reprendra donc l’équation 
... ) 

. , . >’ = 1 1 r* 4- 2 . ji J r H- 88 5 ^ , ■ 

dans laquelle on fera r = E j 4- r , et on aura. - - 

2Hrj4-iir*,oiiH=^ — ji — ii E, 

P = 11 faudra déterminer È de manière que 

H ne soit pas plus grand que ^ ; si l’on prend E = — j , 
on aura H = 1 , P = i , et le problème est résolu. 

En effet , si dans l’équation — 4rs 4- 1 1 » 

on fait r == O , J = I • on en tirera 

- i,/=. — 5,« = — Il jX = — Il J 

» * * • 

puis 1171 — 7** = jî4i dpnt la racine quarré* 
est 1 8. Donc 7X — 31 = 18 et X==7. j 

t . 201., On pcopose de rendre r.ationel des radicaux 
du second degré , où x seroit élevé à des puissances 

supérieures j tels sont y/x ’ 4 -i>\/î*’ + i»\/ 3 '*^ 4 '» 
qn’on rend rationcls en làlsant.v= 2. Soir proposé de 

rendre rationel \/ jx^ 4- 4-c;c-4- d. 

Premièrement , si le defnicr terme d est un quarré r* 1 
on supposera . . ' . 

ûx* 4 - 4- 4 -P =,( i 4 - A X y J 

d'où i’utt tirera y en- déterminant A de manière que 
2 A i = c J et divisant ensuite par A* J 

^ ^ ■ ■■■■•'• N- J- 
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Lorsqu on prend pour exemple j — 5 **-H4x-+-4; 
on trouve que cette formule devient un quaxré en y 
tnetrant 1 pour x. Pour cette autre formule 
^ x^ — 5a:*-|-5;r-|-4> la méthode donne x = 
et ( ^ pour le quarré qui résulte de la substitution 
de cette valeur de x- 

, 201. Je ne déterminerai pas A > et de l'équation 
a x'^-\-{ b — A* ) X = 1 A i — c , je tirerai 

r * 

X (i x-\-b — A* =+y^4 + — A*)‘» 

où il làuf prendre pour A des valeurs propres à rendre 
rationel le radical qui entre dans l’expression de x. 

Pour 3 — 5 X* -i- 3 X -f- 4 l’équatiou précédente 

est changée en celle-ci 

^x = 5 -+-A* + ^ii( 4 A — 3 ) + (î + A‘)S 

où la quantité sous lejadical devient un quarré par 
la supposition de A :?= |. Ce quarré est 44 H- ( ^ 
= ( ^ )^ i donc ^ ^ ^ J et l’on trouve deüx 

valeurs de.r, x = 3 etx = — qui » l’une et 
l’autre doivent rendre la formule proposée un quarré. 

203. Le dernier terme d n’est point un quarré , mais 
on est parvenu à trouver une valeur de x , que nous 
nommerons qui rend rationel le radical proposé. 
On supposera x — g -\-y et la quantité sous le radical 
deviendra ‘ 1 

4 - 3 ^ , 

4- b ' 4“ ^ b g “^b 

4 - e 

*1^' .4^ d - . ■ f; 
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-dont le dernier terme est nécessairement un quarré , et 
qu’on pourra traiter par les méthodes précédentes. Un 
dpuble avantage de cette transformation sera de pouvoir - 
çonclure d’une des valeurs de x une série d’autres solu- 
tions. En effet , ayant supposé x = g -h- y y lorsque^ 
sera déterminé, on aura une valeur de x. que nous 
.nommerons g. ; on fera x = g'-hy; ou , ce qui est là 
même chose, on mettra ^'^pouc g dans la transformée^ 
et lorsqu’on en aura tiré une nouvelle valeur de y , il 
sera facile d’en conclure la valeur correspondante de.v^, 
que nous nommerons on fera x = g" H- , où 
l'on mettra g" pour g dans la transformée ; et ayant 
, déterminé une troisième valeur de j, on en tirera la 
valeur correspondante de x qu’on nommera g'. En 
continuant de la même manière , on trouvera , par la' 
conibinaison de la première méthode, et de celle du 
n°. 103 J vine sine g y g' y g" y g'" y etc. de valeurs de x, 
dont chacune rendra le multinome proposé un quarfé. 
En traitant ensuite les transformées dont nous venons 
de parler , par la métliode du n°. .20 a , on trouvera 
d’autres valeurs de x, et par leur moyen d’autres séries 
de solutions parmi ces solutions , on distinguera prin- 
cipalement celles qui seront en nombres entiers. 

204. Pour éclaircir ce que nous venons de dire , 
nous allons discuter, avec quelques détails , la formulé 
3 x^ I. Elle ne peut-être traitée immédiatement par 
' la méthode du n°. 201 , puisque o, c = o. Par 

.celle du n°.'202 , on trouve <> x = A* + y'i4 A -t- A'^, 
dont le second membre devient rationel en prenant 
A = I î et l’on a<jx=i+53 c’est^a-dire , deux 
valeurs de x , x = i et x = — y . E n fai sant x = i 
on aura la transformée 37* -V 9 y' 9 y -h 4 
laquelle nous appliquerons la méthode du n°. 20 1 ; et, 
â cause dea=3,i» = 9, c = 9 , i = 2 , nous aurons 
^ et X = — - Nous supposerons 

N 4 
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*= — * -fr -4- y<i et en opérant comme iidùs^ venÀrS 
de foire, nous parviendrons à uae autre transformée, 
de laquelle nous tirerons une autre valeur de y et une 
autre valeur de x. En continuant d’opérer de la même 
manière , nous trouverons une suite de solutions , qui 
eussent été ditiérentes si noits étions partis de A::e= — y. 
^ous en trouverons d’autres encore, en’ traitant les 
transloimées par la méthode du n®, loi. - 

Pour h première 3 -f- 9^* -H 9^ -V 4 > on a’ 

— A"==± v' ixU A-s') + C9-A‘)» » 

:< , r. 

où il fout déterminer A de manière à rendre rationel 
le second membre de l’équation. Si je fais A = 5 , If 

radical devient = <?; ona^ = + i,et deux valeurs 
de AT, a: = o , a: = 1. On rend aussi rationel le 
même radical , eu faisant A = — 7 , et il devient =34. 
Alors 6y = 40+ 34^ d’où l’on tire^ = i > comme 

nous l’avons déjà trouvé, et^ =’'t» “ laquelle valent 
, correspond x = ~. De toutes ces v^eurs nous ne ferons 
«sage que de .v = 1 , et nous supposerons a: = 1 -l-|y ». 
ce qui donnera pour transformée “ 

}y-h iSy-+- 

>' » 

On aura a = 3, ^=i8, c — }6 ^ i— ^ , d’où l’on 

/ 

tirera , par la méthode du n'’. 10 1 , ^ et pat con- 
séquent x = On fera a- = -f- j ^ etc. ' ^ 

Mais en appliquant à la transformée ' ' '• 

jV-f* 3<>j'-f-i5 la méthode dii n°. i6a , 

on trouve r "q 

6>'H-i8 — A?=3!+y/ii(ioA_36)-f-( 18 — A')*i 
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A)U si l’on fait A =»= i , le radical devient=* 8. On a donc 
deux .valeurs de y ty ^ — * » d’où l’on tire ar =â: i 

Ht y = ’ ~ , d’où l’on lire x = — j.' On rend 

'encore le second membre racionel en supposant A= 7 j 
il' devient = 37 ,et l’on atfj— 31+37. L’une des 
solutioas estij- = — i , d’où l’on rire ar =t= i ; l’atitrè 
est ^ = Y > d’où l’on cire j: = , 5 '+ i = 

qui a pour racine quarrée ^ ; ces deux solurions .orft 
déjà été trouvées , etc., etc. 

Z05 . On a du remarquer que le radical , sous lequel 
X est élevé à la troisième puissance , ne peiit^tt e 
discuté complettement que conjointement avec celiiî 
-SOUS lequel x seroit élev^ à la quatrième puissance', 
et que nous représenterons par . - i 

J. . f . 11 . 

^ x"* -f- i c x\ -j- à X -j- e. rr 

Premièrement, si e est un quarré i* , dh supposera 
la quantité sous le radical égale à(i + Aa' + Bjf®)î; 
etl'on aiira 

- ' ^ Y - 

a’x* -h ix^ c.t* + d.v = B'at^ -3- i ABa* 
—H ( 1 i B — A* ) A'" — |— i i A A , 

où l’on déterminera A et B de manière que 

Il K = d y Z i B -f- A' = c. 

Alors en divisant toute l’équation par a’, on en tirera 

ax b = B*.v +• Z AB et A = 

Si je ne détermine que A , il restera une équarioa 
qui , étant divisée par a* , devient - 

f 

.(' a B* ) A* ■+'.(. i' i A B ) A .i i B •+'A’ 
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et donne 2 ( a — — zAB = + 

■y^4(a — B*)(iib+A‘ — — lAB;*» I 

'206. Secondement , si *z est un quarté A* , on suppo- 
sera A* -H A -h c JC* -f- d.v H- < — (Ax*-hEje 
-4- F )*= A*jc^-|- 1 AE j:’ -|-(zAF-+-E*)^*H-aEFj: 
,-4- F* , oq l’on fera 2AE=A,zAF-F- E*= c,, et 
l’équation deviendra' <fx -J- e =s zEFx -f- F*, de 

laquelle on tirera x = ' 

En ne déterminant point F , on a l’équation ■ 

(f — ' zAF — E*)jc*+ {d — zEF)jc = F* — e-y 

de laquelle il est Eicile de tirer 

Z (c — Z AF — E’jx-hd — zEF= + 

.y'4(« — lAF— £* )CF* — o + (<t — »EF)^* 

Z 07. Troisièmement, si a et c sont l’un et l’autre 
’des quarrés A* et z*, on pourra faire usage de celle qu on 
voudra des métlwdes précédentes ; ou bien supposer ta 
quantité sous le tïidical égal à ( A .ic*-4- k x )\ 
En effaçant les termes qui se détruisent , et divisant 
par X , on a l’équation ^ i - j 

( zAA — A)a;*-+-( zAi-q-A*- — c) x^d — z ik f 

* ' • 'j: r. 

de laquelle on tire ‘ 

2 (z AA — A) AT -4- zAi-+-A* — c =1+ 

^4 1 3 A It — h ) («/ — 

' : Si , pour déterminer i on avoir fait • z h k := b f on 
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auroit eu i; = J si cm, avoit fait zil:=(/, 

après avoir divisé l’équation par x ^ on en auroit tiré 

, * c — xki — 

208. Quatrièmement, ni l’iuie ni l’autre des deux 
quamités, a ère,'’ n’est un quarré ; mais on est parvenu 
à trouver une valeur de ^ , que nous nommerons g \ 

qui rend rationel y/ a x* b c d x On 

supposera x ^ g~^y> quantité sous le radical 
deviendra . 

ag^.y^-{-^agKy-\- ag^ \ 
"+■ ^ -^i^g -\ril>g* -\-ig^ - 

-h c -\-^cg -4-^5* 

-4- d ■ -\-d g 
"H ^ 

dont le dernier terme est un quarté. On pourra donc 
traiter cette formule par les méthodes précédentes , et à 
chaque valeur de y qu’on trouvera , on cherchera la 
valeur de x correspondante. Soit une seconde valeur 
de a-, on fera x = g' y ^ et ayante , on en tirera 
une troisième valeur de x , que nous nommerons g". On 
fera x ~ g" y y et y trouvé , on en tirera une 
quatrième valeur de arrête. Ainsi la remarque du n°. zoj 
, a lieu ici dans toute son étendue , ce qui nous reste à 
éclaircir par quelques exemples. 

209. Nous proposerons d’abord 3 a* - 4 - i , pour 

laquelle on a ( n°. 105*') ^ ‘ 

1(3 — B* ) a =î + V^àB( ) — ' S 
«-Ainsi au radical où ar est élevé 'i la quatrièn^ puis- 
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sance, répond un autre ' radical de m$me espèce, où 
B n’est élevé qu’à'ila troisième puissance , eCqii’on 
rend rarionel en nombres entiers, en,faisan£ B = i , 

B = — 'z^ B==:^ — J , on en tire ces deux valeurs 
de je , A- = I , JC = Z , qui , étant substituées ;dans, 

3 .v'' -f- I , la rendent un quatré. On fera x = i et 
on aura la transformée . - 

i y* -f- *^1 8^* + i J. y -j- 4 , 

qui peut être résolue par la première méthode du même n*; 
Elle donne A = 3 , B = ~jyz= — , et par consé- 

quent A ==:-^. Pour avoir une autre solution, on supposera 
Af = TY “H J J et de la transformée qui en résultera , 
on tirera , par la meme méthode, une nouvelle valeur de 
y , partant une nouvelle valeur de x , qui elle- mêraé'ser-' 
vira à former une troisième transformée, et ainsi de suite. 

». t 

Mais celle-ci 3 + 1 z y + 1 8 y H- i z ^ 4 

- > 1;J 

étant traitée par la seconde méthode , on en rire • ‘-r -’h 

^ • . ' . • 7 . ' I , tp 

Z ( 3 — B* ) -f- 1 Z — g B = + : * -■ s ^ ■ 

■■ ;.J -.d.* 

\/ 4(5 + 

i T *V 

dont le second membre devient rationel en nombre 
entier en faisant B = 1 , ce qui donne y =î=+'i;,' ec 
ces deux valeurs de .v, a* = o , .v = z , dont la seconde 
' vient d’être trouvée. On feraA:=:: z H-y; eT on'aui'a? 
la transformée J y *+• 14 -h 7^ y* 9^ y "d“,49. 
pour laquelle la première méthode'donne 

■ . . A = ^ , B = — , et par xonséquemr z 
En développant là quantité sôus le^èrnier radical-, «w » 


/ 
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B^-4- B* — 9<jB-f-3<î >que nous chercherons 
à* rendre un cjuarré par la méthode du n”. loi. Elle 

dô^e B == J j’ partant '4_est le quarté dc;:^ 

mandé , et l’on a' l'i j — — 18+4, c’est-à-dire , 
deiix valeurs de j ^ = — z, y == î4 > auxquelles 
répondent ces deux valeurs de , at= — i » = — IT* 
Comme il s’agît de substituer ces valeurs dans 3 + i , • 

où la puissance de x est paire , il est clair que ces deux 
solutions ne different pas de celles trouvées plus haut ; 

= I , X = Je passe à un autre exemple. 

I ‘Z 10. On demande les valeurs de x qu’il faut substi-' 
tuer dans i 8 -4- x^ pour la rendre un quarré. 

On trouve d’abord ( n®, 107 ) 

- 4 i X ■4-i;- — <j =+ — 18 -f- 36 

> ■ * * ^ ’ 
où la quantité sous le radical est aussi du quatrième . 

degré i mais on verra aisément qu’on peut la rendre un 
quarré en prenant /t = i , qn trouve de cette manière 
^ = 5 ^ J , et ces deux solutions x = i , x ==■ ^. 

On ferax~= i -h y pour avoir la transformée 

y* 8y^ -h iiy^ -h 49 » 

qu’on résoudra par, la seconde méthode du n°. cité^ 

On,aA=s=i,i = 7 >^ = 8 ,Cî= 3 z,d=^ 4 j • / 

-■ s - _ d — i'ik 

partant 77^"^,*-^ — ihi 4 -'k^-e ~ ^ > 

. d tr . e — thi—k* 7t,- 

partant /t = — ^ :=s t — ihk—b " »»* 

A ces deux valeurs de ^ répondent .. 

X *«,rr i ou x:çs5ii,!X ==s -TT ott X === I7 , 7 
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puisqu’il ne s’agit que de puissances paires de x. On . 
fera x = pour avoir une autre transformée 

de laquelle on tirera d’autres valeurs de j , et d’autres 
valeurs de x correspondantes. Si l’on supposoit 
;c = J -H- .y , on auroit la transformée 

pour laquelle la meme méthode donneroic 




d — \ik 


— c 
t — lit — 

1 kk — i 


ietx=^ji 


I 

18 ’ 


et X == TJ ; ces deux solutions n’ajoutent point à ce 
que nous savions déjà. Nous ne croyons pas devoir nous 
arrêter plus long-temps aux méthodes pour, rendre ra- 
tionels les radicaux du second degré ) noiu dirons peu 
de choses des degrés supérieurs. 

la manière de rendre rationelles les quantités 
> irratioaelles des degrés supérieurs, 

2 1 1. Nous proposerons de rendre rationel ' ' 




ax?-\-bx^ + cx^d. Premièrement si d est un 
cube?, onfera«A:*-f-^4f*-H-c«-4-? = ( Aar-hO*' 
,s= JC* -I- 3 i A* jc^ -f- } ? A a; H- ?. On déterminera A 

de manière que 3 i*A = c; divisant ensuite tous les 
termes de l’équation par a:*, elle deviendra 

<7 a: 4-3 A’ JC H- 3 ; A*, \ ’ 

\ 

d » ' t> • liA* — b , 

OU l Qftjtce 4. . 
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’ En rie détetminant pas A"', et divisant pat la 
même équation devient ' ' 

( <z — A’ ) AT* + ( ^ — 3 i A* ) a: = } i*A — a 

*» ’ “ O 

de laquelle on tire 

i(a — A^) X {h — 3 ^A*) = + 

V4(tf — A») ( 3 /* A — 0 + (^— î 'A*/. 

' 

' ■ 1 1 a. Si <z est un cube , on fera 

x^ -\-bx^-\-cx-\-d=[hx-\-^Y=h}x* 

-1- 3 B AC* + 3 A B* AC -h B^. 

On déterminera B- de manière que 3 A* B == A 

l’équation deviendra caT'4-d=3 AB*ac + p , ^ ^ 

• i 

de laquelle on tire a: = 

* 

■ i» 

En ne déterminant pas B ^ la même équation devient 

(A— 3 â*B ) Ar*-+-(c— 3AB*)Ar = BJ — d, . 

de laquelle on tire a(A — 3A*B)AC + t:- — 5AB* = + 
;\/4 (A — 3A*B)(B’ — d) -h ( c — 3 A B* )*• 

J a 1 3 . Si <i et c/ sont des cubes h} et ? I outre que 1 on 
,peut traiter le radical par les méthodes précédentes» 
on peut faire aussi / ■ ‘ 

A»A:^-f-A**-^-CAr+i» = (.A.v 4 -i)î=:A^A;* , 

-4-3 i A*ac* H- 3 i*AAC + 

Cette équadon devient, après l’avoir divisée par a: ,' 
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bx-\-c — Ai*, d’où l’on tire 



^ b — }iA‘* 

214. Enfin ni û ni d ne sont des quartés, mais on 
a une valeur de x , que nous nommerons g , qui , étant 
substituée dans le radical proposé , le rend rationel ; on 
demande de trouver d’autres valeurs, de x propres au 
même objet. On fera x = g -j-y , et on aura la trans- 
formée suivarït’e , dont le dernier terme est nécessaire* 
ment un cube : 

«y -+- -+■ i -y + - 

4- b -\-i-bg ->rb^ 

-H c 4 - cg 

• ^ ■ 4- d 

,1 1 5 . La fbrtnule 42:^- — ^ x* — 18x4-8, où le 
dernier terme est un cube , appartient à la méthode du 

n°. 2 1 1. On aura A = ~ = — J, et parconséquent 

:.y — Vj A - * _ On fera x = yj’ 4-^ , et on 

obtiendra une transformée , de laquelle on tirera une 
autre valeur de x ; celle-ci servira à en trouver une 
troisième , et ainsi de suite. On aura aussi 

2(4 — A»)x = <î(i-J-A*) + 

' \/'^( 4 -Aî )(4 A 4 -‘f) 4 - J<( i + A* 

€ 

dont on rend le second membre rationel en frisant A 
nul. On trouve , pour la quantité sous le radical , 524 
qui a pour' racine quarrée 18. Donc 8 x =±= 4- 18 , 

d’où l’on tire ces deux valeurs de x , x = j , x' == — 
^On feca.A :=? 3 4"> » et on aura la transformce 
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.4^,5 -f- 5 -h 5 4y -f- 8 , pour laquelle 


A = 




^ ; partant 'x = 


1 i^9 ■ 

697 . • 


Nous ne chercherons pas d’autres termes de la série de 
solutions qui résulte de a: = 5 , non plus que la série 
<jui résulteroit de a = — Nous remarquerons seu- . 
Jement que , par rapport à la dernière transformée , on a 


æ( 4 — 5 — A^) = ± 


y4(.4 — AM c A — J4)+ }6 ( J — A» ) S 

dont le radical est rendu rationel par la supposition 
de A = O. On trouve ^ ^ = — 3 o + t>. A ces deux 
valeurs de y répondent deux valeurs de .v , x = o , 

et -V = — - 1 J solution que nous avons déjà rencontrée. 

"" 2 1 5 . Si nous prenons pour exemple -|- i , nous 

' aurons (n®. 212 ) 

— 6 B .V — 3 B* =*+ y/— — 0 + 9 B*, 

' dont le second membre devient rationel par la supposi- 
. tion de B = 1 3 on trouve — 2 .v — - i = + 1 ; et ces 
.,_deux valeurs^ de a* , or = o , a* = i. On fera 
A= — 1-4- J' pou ravoir latransformcey — 3 v> 

qu’on traitera par la méthode du même article , on 

trouvera B = — 7^ — — i > J — TTbT“ — ° » 
partant a =s= — i , comme nous l’avons 'trouvé. On a • 

'en suite — 6 { i- 3 -B) 9 '-+' 3 (‘' — 

> ' ■■ 

' dontonreiidksecqnd membre rationel en'faisant B = o. 
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etilvient — i = + *> ou j =i etj' = o,.On 

ne trouve donc encore que ces deux valeufs dé 
A- , A' = O et A = — I j pour en rencontrer d’autres , , 

il £rudra,chcrchcr quelqu’autie moyen de rendre rationels j 

les radicaux précédens. CcIrÎ de la seconde équatio»» 

n’est ai. t e que y/— j B* — n lï’ — -{- j> , que 

nous rendrons rationel par la méthode du n°. xpj ,où ! 
nous nommerons A', B' ce que iious y avons désigné 

par A , B Nous trouverons A' = o, B* =s ^z= — 3 ^ . j 

tl par conséquent B > valeur de laquelle' 

on ne peut rien tirer. Nous examinerons ensuite l’équa- I 
tion -^ ( 3 -h B’* ) .V — 6 = + 1 

^ ( ) + B' * ) ( B' + 3 ) + } 6 , I 

où nous ferons B' = — 3 + Y > ce qui change là quan- 
tité sous le radical en celle-ci 

• — 6 YJ -4- 36 Y*— 71 Y -+-35, • ' 

que nous rendrons un quarré par la méthode du n°. rar.- ! 
Nous trouverons, en nommant A" ce que nous y avons’ 
désigné par A , A* = — 6 , Y = o j partant B' = — 5 , 
et rien de plus que ce que nous avons déjà trouvé. 

Maison”, zoi)— iz Y -f-3<î—A"^ = 4 : . > 

* • * ' t 

— »88 ( A* -f- 6 ) ■f' ( 5 ^ — A'^î )* J ... 

- -1 1,1 

dont la quantité, sous le radical, est susceptible de lar. 
méthode du n°. zo6* Elle donne E = o , F = — j 

e: par conséquent A" = — = — 6 , résultat '' 

K** • .{ 1 ' . O ; .1 *' 

que nous avons déjà .rejeté. Quelque loin queiuoiis^» 
poussions cec examen , nous ne trouverons pas d’autce*i> 
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DE L’AnALŸSE mathématique, il t 
nombres que o et — i , à substituer pour x., qui puissent 
rendre i un cube: etj parce que le problème de 
trouver deux cubes dont la somme soit un cube j dépend 
évidemment du précédent , nous concluions que ce 
dernier problème est impossible. 

217. 11 n’en est pas ainsi du> problème de trouver 
trois cubes dont la somme soit un cube. Si 

doit être un cube, il en sera de même de P* Q*-hi, 

où P = “ , Q Pour ramener cette formule aux 

précédentes j on fera P = .v -f- m , Q = x — rn , et 
on aura 1 H- 6 /ti* a.* x , que nous traiteions par 
la méthode du n°. zii. On trouve A = im^ et 

X = J ^ 772 = I , on A A- — Z , 

et pour les racines des trois cubes' demandés , — 1 , 
— 3 J + 1 3 si l’on fait m = z , on a .v = — , et 

pour les racines des trois cubes-— zoz, 85 et 138 ^ 
îa somme des trois cubes est égale à — 5000211 , 
dont la racine est — 17 1 , etc. Dans l’hypothèse de 
m = I , si l’on fait x = — 2 -f- y , on aura la trans- 
formée ly^ — 30 J — 27 susceptible d'être 

' rendue un cube par la méthode du numéro cité. Ou 

trouve A = ^,y=[^,x — ~-^-; partant les 

racines des trois cubes seront — 3<>3>5)5 et 229; en 
ajoutant les trois cubes, on trouve 34955783 , dont 
la racine cube est 327 , etc. Si les racines des trois 
cubes doivent former une progression arithmétique , 
dont la différence soit i , en nommant x le terme 
moyen de cette progression , zf — i et .v H- i les deux 
autres termes j on aura , pour la somme des trois 
cubes , 3 X X. Une solution qui se présente d’abord, 

^ esc défaire x;= 4 ; par cette substitution la formule 
devient 116 , cube de , et somme de trois cubes qui 

O 2 


HZ Traité élémentaire 

ont pour racines 5 , 4 et 5 . Soit x = on aura 

la transformée H- 3 <j>* - h 150^+216, à la- 
quelle nous appliquèrons la méthode du n°. 2 1 1, et nous 

aurons A Tg — rTfT» ^ — '• l'g 7 1 * Ainsi 1839» 

32 , 1903 senties racines de trois cubes, dont la 
somme est 67222 137^, nombre cube lui-mème, qui 
a pour lacine 876 , etc. , erc. 

218. Si nous voulions appliquer les mêmes mé- 
thodes au radical du quatrième degré 

\f a X* b c dx ->r e -y on distingueroit les 

trois cas suivansj i“. lorque e est une quatrième puis- 
sance J on supposeroit la quantité , sous le radical , 
'égale aaar-f-i; et ayant déterminé A de manière 
que A = d et divisé tous les termes de l’équation 
par y on auroic 

(a — A‘')ar*H-(^ — ■4iAî) a; = — c)» 

de laquelle on tireroit 
Z {a — A‘*)Ar-h^ — 4iA^= + 

V /4 (a — At) (6 j* A*— 4/Aî)*. 

2°. Lorsque a est une quatrième puissance h*, on sup- 
poseroit la quantité, sous le radical , égale à A.v-t- B j 
et ayant déterminé B de manière que ^h?^ = b y 
on auroit l’équation 

(c — — 4 AB^)a: = B^ — Cj 

de laquelle on tireroit 
2 ( c — 6A^B^ ) X ~i-d — 4AB^ = + 

V /4 C « A» ) ( ii' - O + ( “ 4 A )*. - 


Digilized b> 


DE^L Analyse mathématique.' zif 
3°. Lorsque a et e sont des quatrièmes puissances h* 
et ayant fait la quantité sous le radical égale à A a -\-i 
et divisé tous les termes dé l’équation par x , on auroic 

{b — — —dy 

de laquelle on tireroit 

X [b — /ifih} ) X c — = + 

• ^4(i -4'Ai )(4iU— d) + C^ — 

Dans chacun des résultats que nous venons de trouver, 
la valeur de x renferme un radical du second degré , 
qui ne peut devenir rationel que dans des cas parti- 
culiers , auxquels nous ne croyons pas devoir nous 
■ arrêter. 


ï • 

F I N. 





On le démontrera différemment en tirant de y = ^ 
les équations suivantes : 



lesquelles mises en proportion dominent 


*• 

J S r r r -r 

V/72Î V^.: ^b 
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Des principaux Livres d’ Assortiment qui 
se trouvent chez le même Libraire pour les 
Mathématiques , Sciences et Arts -, quai 
des Augustins , n°. Sy. 

* 

Journal de t Ecole Polytechnique , ou de P Ecole Centrale 
du Génie , de l'Artillerie et. des Ponts et Chaussées , rédigé 
par les Citoyens Lagrange , Prony , Fourrier, Fourcroy, 
Hassenfratz , Neveu , Paltard , Lanablardie , Monge , 
Chaptal , Guyton , lîertholet , Chaussier , Barriiel, 
Vauquelin. 

Le succès de cette Collection jn-4. est connue. Le prix 
des 1", 1* , J' et 4* cahiers est de j liv. 10 s. pour Paris. 
Le J* cahier est la Théorie des Fonctions Analytiques , par 
Lagrange, j I. 10 s. pour Paris. Le 6' cahier est sous presse, 
et paroîtra en Frimaire. On ne souscrit pas à ce Journal } 
on l’achète par Cahier. On est prié d’affranchir les Lettres. 

La Collection des Mémoires de l'Acadénde de Berlin , — 
des Mémoires de l’Académie des Sciences , — do l’Aca- 
démie des Inscriptions , — l’Encyclopédie in-fol. , in 4. , 
in 8. , — et autres Dictionnaires Historiques , Géogra- 
phiques , d’Histoire Naturelle , d’Agriculture , des Ori- 
gines, des Arts , etc. • 

MATHÉMATIQUES. ^ 

Collection des Œuvres d’Euler et de d’.Membert. 

On vend aussi collectivement et séparément les Ouvrages 
de ces deux Mathématiciens et des suivans : 

Euclide , Newton , Descartes , Leibnitz , les Bemoully, 
l’Hôpital, Simson , Simpson, Saunderson, Emerson, VVolff, . 
Cagnoli , Deschales , Stirling , Apollonius, fîaehet, I)ev- 
dier. Cramer, Tacquet, Audierne, Lagrive , Dig.trd , 
Clairaut , Duchàte.lçt , Deparcieux ,. Reyneau , Wallis , 
Pézenas , Fermât, ï^laclaurin, Castel j Lachapelle, Trincana, 
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Doyen , Freiiîcle , Para , BéliJôr , Guyot j Ozanam ; 
Condorcet , Viviani , Guisnée , Laplace , Rivard , Mazéas, 
Camus, Bezout, Bossut , MauJuit, Lemoine, Lacroix, 
Parent, Bertrand, Lagny , Montucla , Marie Legendre, 
Barrême, Lansbergue , Ward , le Seur et Jacquier, Val- 
mesley , S'choltus , Raphson ,Tartaglia,Pitiscus, Varignon, 
Mourraille , Fontaine , Bougainville , Agnési , Koudou , 
Lahire , Gagnat Detaulnais , Lingois , Saury , Marie, La- 
caille, Robbins, Gardiner, Callet , Moivre , Taylor, 
d'Ulac. 

Théorie des Fonctions analytiques , par Lagrange, in-4. J liv. 
Méthode Analytique , par le même , in-4. 

Le Calcul Décimal , appliqué au Commerce , in-8. 

Et autres bons Livres de ce genre. 

DESSIN , ART MILITAIRE , ARCHITECTURE 
, CIVILE , MILITAIRE , HYDRAULIQUE. 

Vitruvii Architectura , El^evir , in-fol. maroq. f. dor. 
Archimède j Perronet , Daviler , Bélidor , Vignole , Du- 
puis, Potain , Desgodets, Nativelle, Palladio, Marot , 
Blondel, Boffrand , Briseux, Bosse, Ducerceau , Larue, 
Frézier , Prony , Inigo-Jones , Panseron , Lagardette , 
Reigemortes , Chambr^ , Dupin. 

Traité du Nivellement } Picard , Lespinasse. 

Perspective de Pozzo ; Dubreuil , Jeaurat , Bosse , Desar-* 
gués , Paylor , Brétés , Courtonne. 

Principes de Dessin. 

Théorie de la Figure humaine. 

Canaux navigables 5 Vauban , Lalande , Defer , Linguet, 
Deparcieux, Priai, 

Ruines de la Grèce; Palmyre , Pæstum , Balbec. 
«Antiquités Ioniennes. 

Scriptores Veteres de re Militari , in-4. f. dor. 
CEuvres de Polybe , Végece , Folard , Vauban, Leblond , 
1 urpin , Montécuculli , de Saxe , Guibert , Montalem- 
/ bert, Loydd , Robins , Puységur , Lefevre , Antoni , 
Maizeroy , Bel-Air. 

Ordonnances àe l’Infanterie , Cavalerie et Marine. 
Campagnes de Turenne , Condé , l.iixembourg , Maille- 
bois , Frédéric 11 . 

de Buonaparte , en Italie ; par" ufi Gffiâer général i ’vül. 
avec la car te. 5 liv. lo s. , in-8 , j liv. 1 z s. sans la carte. 
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Vocabulaire de la Marine ; l’Escalier , Aubin , Tîounuer , 
Dulague , Morogues , Bourdet, Hoste, Diigai-Trouin , 
Forfait. 

Architecture Hydraiilioue de Kroenke et Wiebeling, pro- 
poste par soi:>t!ipt';on , 6 vol. in-4. 

^îéch, inique appliquée aux Arts, pat Berthelot.- 

Gnoincniiue de Hvardj l'edos , Gnrnitr 

La Galerie du Palais- Royal de Dusseldortfj les Antiquités 
cl’Herculanuni , et Etrusques ; Bion , Vinckelman, Cay- 
lus , et tous les Livres relatifs aux Arts. 

Description des Ports de Brest , des Fêtes ^ des Ponts , des 
Salles de Spectacles , des Maisons ci-devant Royales. 

PHYSIQUE , CHIMIE , HISTOIRE NATURELLE. 

Mussenibrock , Pluche , Maupertuis, Nollet , Desaguliers, 
Jars , Btisson , Priestley j Paulian j Sigaud-de-Lafond , 
Sgravesande , Mariette , Pingré , Marivetz , Lalar.de , 
Laplace , Réaumur , Bailly , Galilée, Hallée , Bouguer, 
Hellot , Schreiber , la Condamine, etc. , etc. 

PesuiiKur spécifique des Corps , par Brisson , i vol. in-q.' 

Météorologie , ou Table des poids et Mesures , in- S. 
Pouchet. 

Macquer , Fourcroy , Chaptal , Lavoisier , Romé DeJisle, 
Annales de Chimie . Journal de Physique. 

Pline, Aristote , Buffon , Bomare , Elémens de Botanique, 
de I yon , Linné , Tournefort , Jussieu , Lamarck. 

Flora Parisiensis , et Bauhin. 

Elémens de Botanique , par Ventenat , etc. , etc. 

SCIENCE ÉCONOMIQUE ET MORALE. 

Agriculture. Maison Rustique , Dictionnaire du’ Jardinier , 
par Miller ; Cours d’Agricu'iture , par Rozier j CEuvres 
complètes de Duhamel ; Dictionnaire Economique , de 
Chomeli Elémens d’ Agriculture , in-8 et in-iz , etc. 

Commerce. Banque rendue facile, par Giraudeau; Parfait 
Négociant , de Sav.ary ; Dictionnaire du Commerce i 
Science des Négocians , par Laporte ; des i.ettres de. 
Change ; Art de tenir les Livres ; Traité des .Arbitrages - 
par Ruelle; Comptes- faits j Bibliothèqtie des Jeunes Né- 
gocians ; Dictionnaire de l'Industrie; Almanach des Né- 
gocians et Marchands ; Tableau du Commerce. 
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Morale. Fénéloii , Confucius , Morale universelle ; Science 
«le la Légi'Iatiou , par Filangieri ; Science du Gouverne- 
ment , par Réal. - Grotius, FufFendorff, Vattel , Bur- 
lamaqui, Spinosa , Montaigne , Charron , Pope, Bav'le, 
Mably , Condillac, Hetrenschwand , Voltaire , Rousseau, 
Helvétius. 

Montesquieu , y vol. în-4. , pap. vélin , ly figures et cartes 
par les plus célèbres Artistes , avec de nouveaux Manus- 
crits, 240 liv. ,avec la lettre. 

T! V a un Supplément in-%. et in-ii . , en un vo'ume , qui 
comp’ére les autres éditions de Montesquieu , et qui leur 
«l«mne les nouve.uix Manuscrits. 

On trouve aus'i , chez le même Libraire , les grands 
' 7 oya;’es , avec F gures et Atlas; le a Antenor en 

Xiùce et en Asie , par l.antier , tn :? voiumes in-8. , avec 
Figures , production dans le genre d'.'\nathirsis ; et en 
général , les Livres d’Histoire et de Littér.itiire , les édi- 
tions Grecques et Latines, et les bons Auteurs de toutes 
les Langues anciennes et modernes , sur papier vélin. 

Il se charqe des commissions de Livres , des ventes de 
Bibiioebèques et des Abonnemens aux Journaux. 
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